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1. Einfache harmonische Schwingungen der Luft 
in Röhren 
und die durch sie erzeugten Staubfiguren; ie 


von G. Schweikert. raped | 


AP 


Im Anschlu8 an die Untersuchungen in meiner Inaugural- 
Dissertation!) gebe ich im folgenden einige verbessernde Nach- 
iräge sowie ergänzende und erweiternde Untersuchungen auf 
Grund der dort aufgestellten Theorie über Sehwingungsvorgänge 
in Röhren, wie sie einfachen harmonischen Tönen entsprechen. 
Es handelt sich dabei vor allem auch um mathematische 
Untersuchungen über stehende Wellen, die durch Reflexion 
an einem offenen Röhrenende erzeugt sind. 

Wir betrachten ebene Schallwellen, wie sie in Röhren 
entstehen, wenn die Erregungspunkte über den ganzen Quer- 
schnitt senkrecht zur Achse mit konstanter Dichte verteilt 
sind. Wir setzen ferner voraus, daß die Erregungspunkte 
nur einfache harmonische Schwingungen vollführen, wie sie 
durch die reine Sinusfunktion dargestellt werden. In ge- 
gebenar Entfernung von den Erregungspunkten soll eine 
ebene Grenzfläche zweier Gase verschiedener Dichte vor- 
handen sein, oder aber die Röhre mag dort entweder durch 
eine feste Platte luftdicht verschlossen sein oder offen mit 
dem freien Raume kommunizieren. 

Die durch solehe Umstände an den Schwingungsvorgängen 
hervorgerufenen Erscheinungen nennen wir bekanntlich Re- 
flexion. 

Wir können nun einerseits aus den als bekannt voraus- 
gesetzten Gesetzen der Reflexion oder Spiegelung die Glei- 
chungen für die durch sie bedingten Bewegungszustände ab- 
leiten, aber andererseits auch aus den rein praktisch ge- 
gebenen Bedingungen der Reflexion, wie sie oben näher dar- 
gelegt sind, die Gleichungen der Bewegungszustände auf- 


1) Inaug.-Diss. Bonn, Leipzig 1915; Ann. d. Phys. 48, p. 593. 1915. 
Annalen der Physik. 1V. Folge. 52. 
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stellen und aus diesen die Gesetze der Reflexion ab- 
leiten. Der zweite Weg ist offenbar instruktiver, da er 50 
aus den gegebenen Bedingungen die Gesetze der auftretenden ei 
Erscheinungen entwickelt. e 

Bezeichnen wir die Röhrenachse als z-Achse des Ko- n 
ordinatensystems, dessen Ursprung in der Ebene der Erre- g 
gungspunkte liegt. Die Richtung des fortschreitenden Schalles d 
sei die positive Richtung der z-Achse. Die Ebene der Re- d 
flexion habe die Gleichung: 3 


wen; I 


berücksichtigen wir noch, daß die Schwingungsenergie mit 
wachsender Entfernung vom Ursprung eine Absorption er- 
fährt, die durch das Exponentialgesetz bestimmt sei, so wird 
die Gleichung der fortschreitenden ebenen Schallwelle: \ 


(1) =); w= 2a-n, 


wo A, @ die dem Schall entsprechende Dichteänderung, s der 
maximale Wert dieser Diehteänderung im Ursprung (20, t=0), 
b der Absorptionskoeffizient, t die Zeit, n die Schwingungs- 
zahl des einfachen Tones pro Sekunde und a die Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der Schwingungen im gegebenen Gase 
ist. Der Absorptionskoeffizient b ist hier ein Maß für die 
allmähliche Abnahme der Dichteunterschiede mit der Ent- 
fernung. 

man von der 


—bz, 
y=A-e sina ( =) 


§ 1. Reflexion durch Energiestauung. 


_ Wir definieren: zunächst ganz allgemein die Reflexion als 
eine Zustandsänderung in den Schwingungsvorgängen eines 
Mediums, die durch eine Diskontinuitätsfläche hervorgerufen 
wird d. h. durch eine solche Fläche, an der die Funktion, 
welche den Schwingungszustand des Mediums darstellt, eine 
Unstetigkeit aufweist oder, was dasselbe besagt, an der 
die Zustandsänderungen, die den N ent- 
sprechen, einen Sprung erleiden. 
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Man unterscheidet nun bekanntlich zwei wesentlich ver- 
schiedene Fälle der Reflexion, nämlich: 1. die Reflexion an 
einem „akustisch dichteren‘‘ Medium; 2. die Reflexion an 
einem „akustisch dünneren‘‘ Medium. Betrachten wir zu- 
nächst den ersten Fall. Das Wesentliche, was hier ganz all- 
gemein die Erscheinung der Reflexion charakterisiert, ist 
die geringere Fortpflanzungsgeschwindigkeit im zweiten Me- 
dium, wodurch an der Trennungsfläche eine „Energiestauung“ 
stattfindet. Es wird daher diese Art der Reflexion durch jeden 
beliebigen, eine Unstetigkeit in dem schwingenden Medium 
bedingenden Umstand hervorgerufen, der die weitere gleich- 
mäßige Ausbreitung der Schwingungsenergie hindert, und 
ich. bezeichne aus diesem Grunde diese Art der Spiegelung 
ganz allgemein als „Reflexion durch Energiestauung‘‘ oder, 
was das gleiche besagt, „durch Energieverdichtung‘“. 

Die Bewegungsenergie eines Schwingungsvorganges steht 
in direkter Beziehung zu den Dichteunterschieden (A 0). Eine 
Stauung der Energie bedingt «eine Vermehrung derselben, 
d. h. eine Vergrößerung von A oe. Die Gleichung (1) für A, o 
ergibt an der reflektierenden. Ebene x =x, zunächst die 
ichteinderung : 


(4, 0), = sin x (¢ — ®) 
Die Vergrößerung, welche dıe erfährt, bringen wir nun da- 


durch zum Ausdruck, daß wir einen Faktor [1 +17; r > 0], 
der größer ist als 1, hinzusetzen, so daß der durch die Re- 
flexion veranlaßte Zustand in x =a, endgültig durch die 
Beziehung bestimmt ist: 


Diese Gleiehung können wir in zwei Teile zerlegen: 
(40),, = sinx (¢— + s-r-e-%.sinx = =| 
= (4; O2, + (4, Om 


Der erste Teil der rechten Seite ist identisch mit (la) 
und war oben mit (4,0)z, bezeichnet worden. Er stellt somit 
die Dichteinderung dar, wie sie durch die fortschreitende 
Schwingungsbewegung allein bewirkt wird. Der zweite Teil 
entspricht aber seinerseits einer ganz analogen Zustands- 


(3) 
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ss nüekwärts ausbreiten muß wie jene; denn der Vorgang der 
Ausbreitung ist allein durch die Eigenschaften des Mediums 
a ce Indem wir nun diesen durch den zweiten Teil (4,0)z, 
Be Erregungspunkten ausgeht und in entgegengesetzter Richtung 
es ; fortschreitet. Diesen Umständen wird Rechnung getragen 


durch eine Transformation des Koordinatensystems. Be- 
a. zeichnet man die neue Variable allgemein mit x’, so 


- man für die reflektierte Welle die Gleichung: me in 
(2) (4,0) = sing (t— =) . 


Die Transformation des Koordinatensystems besteht nun 


oh - auf Grund des Gesagten in einer Translation des Ursprunges 
ae +E lings der Abszissenachse (um eine gewisse Strecke c) und 


in einer Drehung um 180°. Somit gilt die Substitution: 


2 


Setzt man dieses in obige Gleichung ein, so ergibt sich: 


gi 

4,0 =s-r-etr@ sin x (¢ + = 

In der Ebene x =x, wird im besonderen: 

(3a) (4,0, = sin x (¢ + 
Da aber nach (8): 

(4, gle, = sinx — ©) 

sein mnß, so folgt notwendig: 


set Dadurch ist die Gleichung der reflektierten Welle vollständig 


gin x 


4,0 = ‘ 
a 


bestimmt. Aus (2) folgt direkt: BRETT. 
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Aus A,o und A,o ergibt sich nun entsprechend ihrer 
Definition als additive Teile von Ag auf Grund von Glei- 
chung (8) für A o folgende Gleichung: ee 5 

40=4,0+ 4,0 =s-e-™. sin x (¢ — =) 


(5) 


Dieses ist die Gleichung, welche den infolge von Reflexion 
durch ,,Energiestauung an der Ebene x = 2, bedingten Zu- 
stand des Mediums darstellt. Aus ihr folgt, daß wir uns 
diesen Zustand entstanden denken können durch Addition 
oder, was in geometrischer Ausdrucksweise dasselbe besagt, 
durch Superposition der ‚„einfallenden‘“ und der ,,reflektierten“ 
Welle. Der Begriff der ,,reflektierten Welle‘‘ wurde durch 
eine Abstraktion erhalten und ist definiert durch Gleichung (3a) 
bzw. (4). 

Den durch Gleichung (5) charakterisierten Schwingungs- 
zustand eines Mediums bezeichnen wir als „stehende Welle“. 
Wir haben also rein mathematisch diesen Schwingungszustand 
gefunden, indem wir die Bedingungen, wie sie durch eine 
Diskontinuitätsfläche innerhalb des Mediums gegeben werden, 
mathematisch darstellten und sie so in die Gleichung der 
fortschreitenden Schwingung einführten. Dabei ergab sich 
durch eine Abstraktion aus der erhaltenen Gleichung der 
Begriff der ,,reflektierten Welle‘ und das „Prinzip der Super- 
position“, zwei Hilfsmittel, die nunmehr die Aufstellung der 
Gleichung einer ‚stehenden Welle“, d. h. eines durch Re- 
flexion fortschreitender Schwingungen erzeugten Bewegungs- 
zustandes, sehr erleichtern. 

Zugleich ergibt die die reflektierte Welle definierende 
Gleichung (4) das Gesetz der Spiegelung, und zwar zunächst 
für den Fall der Reflexion an einem „akustisch diehteren“ 
Medium oder — in obiger Ausdrucksweise — für den Fall 
der Reflexion durch ‚„Energiestauung“. Wie Gleichung (4) 
lehrt, scheint die reflektierte Welle von Erregungspunkten 
auszugehen, die sich in demselben Abstande wie die ursprüng- 
lich erregenden Punkte jenseits der spiegelnden Ebene be- 
finden, oder mit anderen Worten: „Die infolge von Reflexion 
durch Energiestauung bedingte Änderung des Schwingungs- 
zustandes eines Mediums ist genau die gleiche, wie sie durch 


| 
% 
BUN 
N 
; 
fi 


= 


338 


t Gy Schwetkert. 


eine zweite Welle hervorgerufen werden wiirde, die ihren Ur- 
sprung in Punkten mit derselben Entfernung wie die erregenden 
Punkte jenseits der reflektierenden Ebene hat, wenn sich 
beide Wellen nach dem Prinzip der Superposition entsprechend 


der Addition ihrer Gleichungen zusammensetzen.‘ e 


§ 2. Reflexion durch ,,Energieentziehung“. 


Das Wesen der Reflexion an einem ,,akustisch diinneren‘ 
Medium mit größerer Fortpflanzungsgeschwindigkeit als das 
erste Medium besteht im Gegensatz zum vorigen Fall in einer 
„Energieentziehung‘“ oder ‚„‚Energieverdünnung“. Wie bei ge- 
ringerer Fortpflanzungsgeschwindigkeit im zweiten Medium 
sich die Energie in derselben Zeit iiber eine geringere Strecke 
fortpflanzt und dadurch eine Verdichtung der Energie, ge- 
wissermaßen ein höheres Potential an der reflektierenden 
Fläche auftritt, so tritt in diesem zweiten Falle ein niederes 
Potential, eine „Energieentziehung oder -verdünnung“ ein. 
(Das Potential an einer bestimmten Stelle ist dabei zu messen 
durch die maximale Änderung, welche die Dichte an dieser 
Stelle erfährt.) Daraus erkennt man, daß die Reflexion in 
analoger Weise wie an einem Medium mit geringerer Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch Hinderung der Ausbreitung, 
so hier durch Erleiehterung der Ausbreitung zustande kommt. 
In jenem Falle ergibt sich als Grenzfall die vollständige Ver- 
hinderung der weiteren Ausbreitung, die Reflexion an einer 
absolut festen Wand. In diesem Falle dagegen würde in der- 
selben Weise wie ein dünneres Medium auch die Ausbreitungs- 
möglichkeit nach mehr Dimensionen innerhalb desselben Me- 
diums wirken müssen, ein Fall, der an dem offenen Ende 
einer Röhre verwirklicht ist. Während sich innerhalb der 
Röhre die Schwingungsenergie nur in einer Richtung aus- 
breiten kann, tritt am offenen Ende die Ausbreitungsmöglich- 
keit nach drei Dimensionen, also eine „Energieverdünnung“ 
ein. Daher erfolgt hier Reflexion, die derjenigen an einem 
Medium mit größerer Fortpflanzungsgeschwindigkeit völlig 
analog ist. 

Um: nunmehr den mathematischen Ausdruck für den 
Bewegungszustand im ersten Medium zu finden, wenn in 
einer bestimmten Ebene = 2, Reflexion durch ,,Energie- 
entziehung‘“ eintritt, so ist nur zu berücksichtigen, daß in 
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analoger Weise wie im vorher betrachteten Falle hier die 
Diehteänderung an der reflektierenden Ebene durch. Multi- 
plikation des durch Gleichung (1a) gegebenen Wertes (4 @)q, 
mit einem Faktor [1 — r], der kleiner als 1 ist [1>r> 0], 
erhalten wird: 


(don=s-(l- sin x (¢ — : 
Weiterhin setzen wir genau wie oben: 
| = (A + (4, sin x (¢ — 


(6a) | 
| —s+r-e~s. sine (e— 2) 
So erhalten wir auch hier wieder in der gleichen Weise eine 
und mithin allgemein fiir den Schwingungszustand: 


) 


—s-r sin x (¢ — 


a . 

Hier ist wie oben r>0, aber auch r< 1; denn durch ,,Energie- 
entziehung‘‘ kann offenbar die vorhandene Energie höchstens 
auf Null herabsinken. 


Gleichung (7) gibt nun ‚wiederum das Gesetz der Spiege- 
lung. Auch hier, bei Reflexion an einem akustisch dünneren 
Medium oder — allgemeiner — bei Reflexion durch Energie- 
entziehung, scheint die ,,reflektierte Welle“ von Punkten 
auszugehen, die sich in der gleichen Entfernung wie die er- 
regenden - Punkte jenseits der. spiegelnden Ebene befinden. 
Das negative Vorzeichen lehrt aber, daß sich die erregenden 
Punkte und ihr Spiegelbild gleichzeitig in genau derselben 
absoluten Richtung verschieben. Wenn also die Erregungs- 
punkte bei ihren Schwingungen sich der reflektierenden Ebene 
nähern, entfernen sich ihre Spiegelbilder von dieser Ebene 
und umgekehrt. Diese Eigentümlichkeit, daß die Welle gleich- 
sam bei der Reflexion das Vorzeichen ihrer Amplitude umkehrt, 
kann man bekanntlich dadurch ausdrücken, daß man sagt: 
Bei Reflexion an dem akustisch dünneren Medium (durch 
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loren‘“. 

Für die Verschiebungsgleichung ist es natürlich gerade 
umgekehrt; denn hierbei werden durch ,,Energieentziehung“ 
die Amplituden vergrößert, durch „Energiestauung‘‘ dagegen 
verkürzt. Daher erhält die reflektierte Welle in jenem Falle 
das positive, in diesem dagegen das negative Vorzeichen, d.h. 
bei Reflexion durch Energiestauung „geht eine halbe Wellen- 
länge verloren‘. 


x § 3. Die Gleichung der stehenden ebenen Welle. 
Die Gleichungen (5) und (6), die für beide Fille der 
Reflexion die Form der stehenden Welle geben, unterscheiden 
sich nur durch das verschiedene Vorzeichen des zweiten Teiles 
der rechten Seite. Man kann somit beide Gleichungen in 
eine zusammenfassen, wenn man nur bemerkt, daß für den 
Fall der Reflexion durch Energiestauung 1>r> 0, für den 
Fall der Reflexion durch Energieentziehung dagegen — 1 4 
sein soll. Daher wird allgemein: 


do=s-e-®. sine (¢—=) 


Durch Umformung erhält man’): 


4o=s- {|\4 + B) - cos x — +C- sinx =| - sin 


(9) 
4 - B)- sinx— +C. cose =| - . cos xt}, 
Ame-*; Bem cos x = ; 
(9*) 


C= 


ist. Die Gleichung (9) ist die allgemeine ust einer stehenden 
einfachen harmonischen Schwingung, wie sie sich als all- 
gemeine Lésung der entsprechenden Differentialgleichung er- 
gibt, in der jedoch die Koeffizienten (A, B, C) unbestimmt 
bleiben. 


ary Vgl. meine Bonner Dissertation. Leipzig 1915. 
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Setzt man: 


s- [(4 + B) COB x — + C-sinx =| =J-cosxt, 


— B)-sine = + C- cose =| = i 
so erhält man statt (9): a » 
(10) 


(10a) J?=s?. B+ C?+24AB- cos x=" + 2.40-sinx ; 


(A—B)-tgx— +0 
= 


A+B+C-tgx— 


Untersuchen wir zunächst, ob es irgendwelche Stellen gibt, 
an denen 4g dauernd Null wird, d. h. die Dichte überhaupt 


(4+ B)- + C-sinw = (4 — B)-sinw 


A ry x 


ist, und mithin: 
(11) 


ist. Daraus folgt zunächst: 
(11a) 0? = A? — B®; 
oder: 


(12) 


Da die rechte Seite der Gleichung eine positive Größe ist, so 
muß auf der linken Seite das ,,+‘-Zeichen stehen, wenn 
r>0, d.d. bei Reflexion durch Energiestauung; dagegen 
das ,,—‘‘-Zeichen, wenn r < 0 ist, d. h. bei Reflexion durch 
Energieentziehung. Da zudem |r| S1 ist, so muß c= a 
sein. Wenn also die stehende Welle durch Reflexion erzeugt 
wird (|r| <1, b #0), so gibt es keine Stelle, an der die Dichte 
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| 
unverändert bliebe. Nur falls die stehende Welle durch Inter- 
ferenz zweier längs einer Geraden entgegengesetzt fortschrei- 
tenden ebenen Wellenzüge gebildet wird, wobei dann der 
Abstand der Ausgangspunkte 2 2) beträgt, bleibt die Frage 
nach der Möglichkeit solcher Stellen offen. Ihre Beantwortung 
ist leicht durch Weiterverfolgung der Gleichungen (11) und 
(12) zu finden. 

Nehmen wir jedoch an, daß |r| =1 ist, so muß nach 
Gleichung (12) entweder b=0 oder 2=z, werden. Wenn 
also die Reflexion vollkommen ist, jedoch die Schallenergie 
Absorption erfährt, kann -nur an der reflektierenden Ebene 
die Dichte ungeändert bleiben, und zwar narürlich nur für 
r =-—1, d.h. bei Reflexion durch vollkommene Energie- 
entziehung in der Ebene =a. Dieses folgt auch sofort 
aus Gleichung (11); denn fürrr= +1; b #0; 2 =a, wird: 


2 2 
Be cos Cm e-bn. sin . 


tg „= wird also imaginär; es gibt keinen reellen Punkt, in 


dem die Dichte ungeändert bleibt, wenn r=+1; b $0 ist. 
Setzen wir dagegen r = — 1; b #0; x = a, so wird: 


2 . 2 
B=—e-?n. cos"; 


und daher nach (11): 
a a tg Lo 4 
- sin x 1 + x ==? 


Die Gleichung wird also jetzt durch jeden Wert von x, iden- 
tisch befriedigt; bei Reflexion durch vollkommene Energie- 
entziehung (r=— 1, b #0) bleibt die Dichte in der Ebene 
ge z =, ungeändert, was ja an sich evident ist. 

Ran, : Nur im idealen Grenzfall der vollkommenen Reflexion 
or und ungeschwächten Fortpflanzung (|r| =1; b=0) ist be- 
kanntlich in jedem Bauch die Diehte konstant. 
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2 1* 
1 + cos x —— sin x 
VER _ tg x — = — _ 
a 2 22 
sin x — — COs x — tg x — 
| | 


$ 4. Die Stellen extremer Änderung der Dichte. 

Wir hatten im vorigen Paragraphen den Schwingungs- 
zustand ebener Wellen allgemein durch Gleichung (10) dar- 
gestellt: 


Ao =Jd.sin x (t —.t) 


wobei: 


A+B+ tgx— 


¥ 


ist. Mo nimmt also an solchen Stellen z extreme Werte 
an, wo |J| ein Maximum oder Minimum hat. Wir finden diese 
Stellen durch Nullsetzen der ersten Ableitungen von J?. 


Wir nehmen zunächst einige Umformungen der Werte J? 
und tg *t vor. Mit Hilfe der Gleichungen des vorigen Para- — 
graphen erhalten wir: 


a a 
(14) tgxt = — ; 
a a 
Gleichung (18) führt nun unter Vernachlässigung von s? zu: 


a a 


Diese Gleichung gibt die Stellen x extremer Dichteänderung. 
Um die Maxima und Minima zu ermitteln, ist die zweite Ab- 
leitung von J? zu bilden. Nach (15) wird: 

d? (J*) ade 5? + 


aa 


| 
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Daraus folgt zunächst: Wenn 


2(, — 2) 


ist, so hat J? sicher ein pie 50 Ist dagegen 


COS 


so hat J* 


r* COS — 


1. ein Maximum, wenn: 
2. ein Minimum, wenn: es 


Mithin gibt x ein Maximum oder Minimum der Dichteände- 
rung, je nachdem: 


ist. Da die linke Seite dieser Ungleichungen wane Wesen 
nach positiv ist, so sind hierin die Bedingungen: 


r+ COS x 


gleichfalls enthalten. Gleichung (16) wird durch x = x, iden- 
tisch befriedigt, wenn |r| =1 ist, nicht aber, wenn |r| <1 
ist. Es liegt demnach nur bei vollkommener Reflexion an der 
reflektierenden Ebene ein Knoten oder Bauch, und zwar, 
wie Gleichung (17) zeigt, ein Knoten, falls r > 0, d. h. bei 
Reflexion durch Energiestauung; dagegen ein Bauch, wenn 
r<0, d.h. die Reflexion durch Energieentziehung erfolgt. 

Die (16) hat aber nur eine 


für z, wenn: ; 


ist, wobei g (z) zur für: 

gesetzt ist. Andernfalls gibt es wenigstens fiir ee 
kleine Werte von z, d. h. in hinlänglicher Entfernung von 
der reflektierenden Ebene, keine Stellen, an denen J? einen 
extremen Wert annimmt. Das erklärt sich daraus, daß bei 
großen Werten des Absorptionskoeffizienten die reflektierte 


Pate 
at 
> 
| 
. 
+, 
SER 
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Welle schließlich so geschwächt wird, daß sie gegenüber der 
einfallenden Welle fast verschwindet. Man kann ja die Schwin- 
gungsvorgänge gewissermaßen in eine rein stehende Welle und 
eine rein fortschreitende Welle zerlegen, wobei die Amplituden 
dieser beiden Wellen von der Größe von b und |r| abhängen. 
Je größer b und je kleiner |r| ist, um so kleiner mnß die Ampli- 
tude der stehenden und um so größer diejenige der fort- 
schreitenden Welle werden. Es wird also für bestimmte Werte 
von b und |r| in entsprechender Entfernung von der reflek- 
tierenden Ebene die Amplitude der fortschreitenden Welle 
die der stehenden Welle übertreffen und daher J? seine ex- 
tremen Werte als Funktion von x einbüßen müssen. Dieses 
tritt, wie Gleichung (16) lehrt, dann ein, wenn: 
a:-b, g(@) 
x 2 |r| > 

wird, und zwar ersieht man, daß je größer die Wellenlänge A 
und je größer daher auch x, und»g (z) bei extremer Resonanz 
werden, um soviel kleiner b (wenn wir r als nahezu gleich 1 
voraussetzen) und mithin um so weiter die Röhre sein muß. 
Um also überhaupt in einiger Entfernung von der reflek- 
tierenden Wand noch stehende Wellen zu erhalten, ist es not- 
wendig, daß die Röhre um so weiter ist, je größer die Wellen- 
länge ist. Es ist ja eine bekannte Erscheinung, daß tiefe Töne 
nur in hinlänglich weiten Röhren stärkere Resonanz hervor- 
rufen, und für ein und denselben Ton muß die Röhrenweite 
um so größer sein, je länger die Röhre ist. Zudem nimmt 
aber g(x) — wie natürlich auch J/|r| — mit wachsendem r 
ab. Und deshalb kann bei gegebener Wellenlänge die Röhre 
hinwiederum um so enger und länger sein, je vollkommener 
die Reflexion ist. g(x) erreicht als Funktion von 2 seinen 
größten Wert für «=O. Soll also die stehende Welle im 
Verlaufe der ganzen Röhre vorhanden sein, so muß: 


Zo 


r! . - 


5 


; 
= 
re 
) 
Sy 
| 
17 KAT, 
NY, 
EM 
(18) 
oder: 
b 2bx, 


e 


Wir bestimmen nunmehr für die einzelnen Fälle der 
Reflexion die Lagen der Knoten und Bäuche. Es sei: 

I. r>0. Die Reflexion erfolgt durch Energiestauung. 
Dann lehrt Gleichung (16), daß: 
2) ab, 

a x 2r 


burs 


sin x 


stets positiv ist, da auch: he a 


9 (2) = et _ 72, >0 


ist; denn = ist auf das Intervall O<2< a beschränkt. 

Daraus folgt zunächst, daß: 

2(x% — 2x) 
a 


2m-.n<x: <2mn+n 


ist. Wir spalten dieses Intervall in zwei Teile, die wir ge- 
sondert betrachten: 


a) 2m.n<2.- 
2m-a+ — 2) | 
oder: 


In dem durch (19a) gegebenen Intervall ist: 
25 


a 


sinx=* >0 und 


fi 


in dem durch (19b) bestimmten dagegen: 


cosx—- < 0; sinx—- > 0. 


Nach (17) erhalten wir aber ein Maximum oder Minimum, 
je nachdem: a 


ist. Da die rechte Seite eine positive Größe ist, so gibt (19b) 
auf Grund des Gesagten sicher ein Minimum; denn der Kosinus 
ist in diesem Falle negativ. Wenn überhaupt ein Maximum 
vorhanden ist, so kann dieses nur durch (17a) bestimmt 


werden. Gleichung (16) ergibt nun weiter; 


A 
“a 
be 
? 
| 
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ab 9@). 


2r’ 


0 < arcsin < 2 


ab gan). 


0 < arcsin <'n 


Tp — Lm ist der Abstand der m. Extremumstelle von der reflek- 
tierenden Ebene. Wir bezeichnen ihn mit &,. 2, dagegen 
ergibt den Abstand der mten Extremumstelle von der Ton- 
quelle; doch ist auch jetzt m von der reflektierenden Ebene 
aus zu zählen. 

Beschränken wir den Arcussinus auf das Intervall (0, 2/2), 
so gibt (20), wie wir sahen, die Maximumstellen, d. h. die 
Knoten. Nehmen wir dagegen den Wert vom Arcussinus aus 
dem Intervall (2/2, x), so ergeben sich die Minimumstellen, 
d. h. die Bäuche. 

Für die Lage der Knoten und Bäuche haben wir also 
folgende Gleichungen: 

a) Die Lage der Knoten ist bestimmt durch: 


2 


21.) « 
0 i ; 
bzw.: 


ß) Die Lage der Bäuche wird bestimmt durch: 


2 


bzw.: < aresin << 
ab 


arcsin 
4n 


ee A ab 


t 


3 
| 4+ 2m. = — -=— - 
“TER 
gg 
rig 
\ 
3 
a 


wobei jetzt ebenfalls: ey 


0 < arcsin < a ist 


II. r<0. Die Reflexion erfolgt durch Energieentziehung. 
Nach (16) wird jetzt: 


: 2 (a — x) ab g(x) 
stets negativ. Es muB also: eds eae 
ad 


sein. Wir unterscheiden wiederum: 

(22) a) 

oder: 4 


22) m 


oder: (4m+8)-2 


Im Intervall (22a) ist: 


im (22b) dagegen: 

cos >». 
Er Die Gleichung (17) gibt wiederum ein Maximum oder 
Minimum, je nachdem: 


2 


2 


ist. Die rechte Seite der Ungleichungen ist stets positiv; also 
gibt die Bedingung (22b) sicher ein Minimum, d. h. einen 
Bauch, und deshalb kann ein Maximum, d. h. ein Knoten, 
nur durch (22a) bestimmt werden. er wd nice 


bzw.: 
— — © sin — -—— ‘ 
= m 9 4 An x ’ 
TE RP 
‘aa 
Usk 
j 
7 
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Wir entwickeln völlig analog wie oben: 


2 — Tm) _ab g@) ab g@ 
sin | a + 2ma] 


A ab (am), 
+ aresin — < aresin < 2 x. 

a) Die Lage der Knoten wird gegeben durch: = ~~ | 
a a ab 8 
+7 — - < arcsin < 
oder: 


ß) Die Lage der Bäuche gibt folgende Gleichung: 


a . ab 9 (Em) 
8 
< arcsin << 2% 
=z 
X% m 2 arcsin or 


Die beiden letzten Gleichungen kénnen wir wegen der Be- 
ziehungen sin (a +2) =—sina; sin(a—a) =sina in fol- 
gender Weise umformen: 


A A ab 9 (Em) ER 
bzw.: 
0 < arcsin < = 
A A . ab 9 (Em) 
(28) &,=m-> — - aresin— - 
bzw.: 
| ab g (am) 
0 < aresin < = 


Alle diese Gleichungen ergeben Verschiebungen der Knoten 
und Bäuche, und da der Arcussinus seinerseits noch eine 
Funktion von &,, bzw. x, ist, so nehmen diese Verschiebungen 
für jeden einzelnen Bauch und Knoten andere Werte an. 

Annalen der Physik. IV. Folge, 52. sel ER 


= 
g. 
‘ 
AM 
wal 
R 
= 


= 


G. Schweikert. 


Desgleichen ändern sich die Verschiebungen mit dem Werte 
von r, d. h. der Größe der Reflexion, Dagegen wird der 
Abstand (£) der Knoten und Bäuche von der reflektierenden 
Ebene nicht beeinflußt durch die Entfernung (x,) der Er- 
regungspunkte vom reflektierenden Ende; vielmehr liegen 
Knoten und Bäuche stets an der gleichen Stelle, welchen Wert 
auch immer der Abstand (z,) zwischen Erregungspunkten 
und reflektierendem Ende annehmen mag. a 


85. Die Amplitude (J) der stehenden Welle. 


Wir berechnen nun die Größe (J*) der Schwingungen 
bzw. der Dichteänderungen in den Knoten und Bäuchen. 
Gleichung (18) gab folgenden Wert: 


je 4 2r.e-?m. cos x 
a 


Aus Gleichung (16) 


2(2,— 
je. 


Mithin wird: 


(25) 


wobei é,,, der Abstand des Knotens bzw. Bauches von der 
reflektierenden Ebene, durch (21) bzw. (28) bestimmt wird, 
und das positive oder negative Vorzeichen der Wurzel zu 
nehmen ist, je nachdem J für einen Knoten oder einen Bauch 
zu berechnen ist. 

Wenn nun ab/x ein hinlänglich kleiner Wert und |r| 
nahezu gleich der Einheit ist, so kann der Subtrahend unter 
der Wurzel vernachlässigt werden, und es ergibt sich folgende 
einfache Beziehung: 


Setzen wir noch |r| =1, so wird in den Knoten: FR ‘2 
-b 
=2-s8-e->%. coshb 


35 
3 
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= 
+ 
iJ 
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2r 
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und in den Bauchen: 
(26) Jp = sinh 
Für den idealen Grenzfall b =0; |r| =1 ist schließlich: 

J= 2s; Jp = 0. 


Indem wir an Stelle der Exponentialfunktion die hyper- 
bolischen Sinus- und Kosinusfunktionen einführen, können 
wir die allgemeine Gleichung (13) für J?: 

J? = + 4 2r-cosx- ==), 


welche J in beliebiger Entfernung & vom reflektierenden 
Röhrenende gibt, auch in folgender Form schreiben: 


J? st.e-im. la + r%).cosh25£ + (1 — sinh25& 
28 
+ 2r- cosx . 


8 6. Die Phasendifferenz der Knoten und Bäuche. 


Die Gleiehung (14) läßt die Phasendifferenz der Knoten 
und Bäuche leicht bestimmen. Wir gestalten zunächst den 
Ausdruck für t zweckmäßiger, indem wir schreiben: 


sin x -2 sin 
tg xt = 
BETT: 


Die Zerlegung der trigonometrischen Funktionen 
sprechende Zusammenfassung gibt: 


258 
tg x — _ . tg x 
27 a 1+r-e a 
( tgxt= > 
1 tree a a 


Zur Abkürzung setzen wir: 
am) = tex (2 


So wird zunichst: 


| 
tal 
: 
Pi 
) 
(28 tgxt = tex + n) 


x 

+n= +n; 

wo n nach (27*) durch folgende Gleichung bestimmt wird: 
T 

Statt (28*) können wir nunmehr schreiben: Ra 


a 


Gleichung (28) läßt nun leicht die Phasendifferenz @ von 
Bauch und Knoten ermitteln: 


(29) O= = 
&B 
worin ég und &» durch (21) bzw. (23) gegeben sind. 3 
Berechnen wir aus (16) den a von 2 
tg 
für die Knoten und Bäuche, so erhalten wir folgende Be- 
ziehungen: 


bE — 1 b\? 
IB 
® 
— dbép\2 1 
| sr ‘ ab 


* 2r 


Schwer 
t 
x 
® 
h B h K : + 
Be tgx— — hx: tg x — m 
5 
“Ze 
Fr 
a 
we: 
Az 4 
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* 2r 


1 


Setzen wir nun wiederum wie im vorigen Paragraphen 


voraus, daß 
(5 
gegen 4 r? zu vernachlässigen sei, so 


(80) «= 


Die Phasendifferenz @ zwischen Knoten und Bauch erhält 
also für hinlänglich kleines A.b und großes |r| den Wert: 


(31*) 0 = — - arccotg [= 


Setzen wir noch “ee =1, so ergibt sich den Gleichungen (26) 
entsprechend: 


Und fiir den idealen Grenzfall b =0; |r| =1 wird schlieBlich: 
= Tr — Tp. 


Das ist die bekannte Tatsache, daß für ideale stehende Wellen 
(b=0, |r=1) die Phasendifferenz zwischen Knoten und 
darauf folgendem Bauch eine Viertelperiode (T) der Schwin- 


2 
gesetzt ist. Mit diesen Gleichungen ergibt sich für ¢ folgender ze 
Wert: 
Tr = x a) 
- 
/ 
gung beträgt. 


- Schwetkert. savin 


7. Zusammenstellung der hauptsächlichsten Formeln und 


Beispiele. 

A) Reflexion durch Energiestauung: r > 0. GEW: 
1. Die Lage der Knoten: Gleichung (21) a). hited 
- ab 9 (Em) 


0< arcsin < 


(1 — cosh2d§;, 
+ (1+ r’)sinh 25£. 


ab gm), 


0 < arcsin < 3 ° 


8. Der Wert J der Dichteänderungen an beliebiger 
Stelle £: Gleichung (13). 


J? = [e208 + + 2r- cos 
m= 52. 20m. +79): cosh25£ + (1 


- sinh 26€ + 2r- 

B) Reflexion durch Energieentziehung: r<0. 
1. Die Lage der Knoten: Gleichung (24) 


= (2m + arcsin . 


- i . ab 


7 
© 
: 
> 
= 
4 
2. Die Lage der Bat Gleicht 
EN 
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2. Die Lage der Bäuche: Gleichung (24) ß). 
= 


0 < arcsin < =i 


g (&) = — r?. = (1 — cosh 2bE 
+(1+r2).sinh25£. 


Hinsichtlich des Wertes von r, welcher die Größe der 
y Reflexion charakterisiert, können wir drei wesentlich ver- 
schiedene Fälle unterscheiden, je nachdem die Reflexion an 
einem inkompressiblen Medium, einem kompressiblen Medium 
oder an einem offenen Ende erfolgt. Wird die Reflexion 
durch ein völlig inkompressibles Medium hervorgerufen, so 
wird r=+1, und dieser Fall, wird an jedem luftdichten 
Verschluß einer Röhre mit fast völliger Genauigkeit erreicht. 
Dagegen wird an offenen Enden bei hinlänglich engen Röhren 
mit großer Annäherung r=— 1 gesetzt werden können, 
während an einem kompressiblen Medium, das ist also vor 
allem bei Reflexion an Gasen, r je nach der Größe der Fort- 
. pflanzungsgeschwindigkeit dieses Mediums in weiten Grenzen 


sich ändern kann. Wenn wir nun speziell |r| =1 setzen, so 
ad lassen sich die abgeleiteten Formeln sehr zweckmäßig um- _ 
formen. Zunächst ist zu bemerken, daß für |r| =1, PE 
g9@)_ , .. 
wird, und daher allgemein: 


(32) 2. aresin sinh 28) 


Die Größe der Dichteänderung (J) für einen beliebigen 
Punkt £ wird nach Gleichung (18): 


J? = s?2.e-?m. [ere +rl.e-2b? + 2r.cosx . 
Setzen wir: 
4 72. 4 2r cos x 
so können wir die Größe von J,” leicht geometrisch konstruieren _ 
und den Verlauf der Dichteänderung graphisch darstellen. 


Mm: — + — - arcsin — - — 
177 
er 7 
; 
Ae 
. 


Man erkennt nämlich, daß die Gleichung dem Kosinusmatzs 
der Trigonometrie entspricht. Es sei: vase 


a a 
ein Winkel, 


ed! und r-e-F=b 


die beiden den Winkel y einschlieBenden Seiten, so gibt die 
dritte Seite des hierdurch bestimmten Dreiecks J,. Wenn 
also b, r und A gegeben sind, 
so kann man für jede be- 
liebige Stelle € die Größe 
der Dichteänderung und so- 
mit auch die Kurve, welche 
J als Funktion von é gibt, 
leicht darstellen. 


Um eine Vorstellung von dem Schwingungszustande zu 
gewinnen, wie er durch die abgeleiteten Formeln bestimmt 
wird, gebe ich im folgenden für einige willkürliche Werte von 
b, r, A die entsprechenden Zahlen und Kurven. 

Die Werte von &, und &, kann man in beliebiger An- 
näherung berechnen, indem man zunächst den Wert & gleich 
einer ganzen Anzahl halber bzw. viertel Wellenlängen in den 
Ausdruck für g(£) einführt und so aus den Gleichungen (21) 
und (23) einen Näherungswert von &, bzw. &, berechnet; 
dann diesen Näherungswert in g(£) einsetzt und dadurch 
einen genaueren Wert von é findet, usf. bis zu beliebiger 
Genauigkeit. 


Tabelle I. 


Abstand | Ver- g 
€ in cm von Knoten | schiebung 

und Bauch fürb=0 
1. Knoten . . . 0 
24,36 | | 
2. Knoten . . . 51,56 | 20.85 
. 72,41 | 

33,47 

8. Knoten . . . 105,88 | 11.90 
3. Bauch ... 117,78 | 7 
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Tabelle I (Fortsetzung. 
Die Werte für J,? und J, sind aus der Gleichung 


= cosh + 2x + 


berechnet worden. 


Einem | J, |ginom| | J, | gimem| J, 


65 2,478 | 1,574) 110 | 4,876 
60 | 2,120| 1,456 | 115 | 4,728 
65 | 1,662 | 1,289 |B. 117,78| 4,704 
70 1,342 1,158 | 120 | 4,748 
|B. 72,41 | 1,298 | 1,189) 125 | 5,132 
75 | 1,352/1,163| 130 | 5,960 
80 | 1,768 11,330 | 135 | 7,164 
85 | 2,519 11,587 | 140 | 8,562 
90 | 3,417| 1,848]| 145 | 9,924 | 
95 | 4,227 [2,056 | 150 | 11,068 | 
| 100 | 4,762 | 2,182} 155 | 11,931 | 
50 | 2,543 | 1,595 || 105 | 4,953" 2,296 12,596 | 
K. 51,56 | 1,600 |K.105,88| 4,991 | 2,284 


sr 


A 


reflekt. Ebene 


| 4 7% i. 
0 5 15 5 35 AK 45 
0.4-fach fa A 


um 
e 
5,7 
n 
= 
‘ 
e 
> 
’ 
dieser Tabelle entsprechende Kurve vgl. Fig. 1. 
he 
| 
| 
= Wf 2 


Vay 


G. Schweikert. 
* 
r= - 0,8; b = 0,006 cm! Kar 
| Abstand Ver- | é 4 
| von Knoten | schiebung 7 
| und Bauch B fir b = 0 
1. Knoten... + 25,42 93 89 + 0,42 25 
2 Bauch ... + 49,31 26.76 — 0,69 50 
2. Knoten... . 76,066 | 99.47 | + 1,065 75 
ieee. 98,54 | 28.62 | — 1,464 100 
3. Knoten . . . 127,15 20.11 | + 2,153 125 
. 147,27 31.96 | — 2,734 150 
4. Knoten.. . 179,23 1555 | + 4,230 175 
5. Bauch .. . 194,78 — 5,217 200 
Die Werte für J,” und J, sind aus der Gleichung: 
2£ 


J,? = (1+r?).cosh2bE& + (1-r?).sinh2b& + 27. cos 2n- 


berechnet worden. 


J,? J, J, |&inem| J,’ | J; 
0,04 | 70 |3,8868| 1,97 | 135 | 5,7737 | 2,40 
0,3701| 0,608 75 | 4,3198| 2,08 | 140 | 4,9900 | 2,23 
1,2007 | 1,096 | 76,06 | 4,8888 | 2,082) 145 | 4.5151 | 2,12 
2,2262| 1,492 80 4,1510 2,04 | 147,27 4,4568 2,11 
3,0690| 1,75 | 85 | 3,4979| 1,87 | 150 4,5554 | 2,13 
3,4240| 1,85 | 90 26674 | 1,63 | 155 | 5,2296 | 2,29 
8,425511,85 95 2.0373 | 1,43 | 160 6,4205 | 2.53 
3,1742| 1,78 | 98,54 | 1,8849 | 1,87 | 165 7,8252 2,80 
2,4366] 1,56 | 100 |1,9124 | 1,38 | 170 | 9,0673 | 3,01 
1,5174| 1,23 | 105 | 2,4125 | 1,55 | 175 | 9,8448 | 3,14 
0,7946 | 0,89 | 110 3,4202 | 1,85 | 179,28 10,0420 3,17 
0,5675 0,75 | 115 4,6200 | 2,18 | 180 110,0389 3,17 
0,5732| 0,76 | 120 |5,6670 2,38 | 185 | 9,7707 3,13 
0,9708| 0,98 | 125 | 6,2243| 2.49 | 190 | 9,3470 3,06 
1,8713 | 1,37 | 127,15 | 6,2790 | 2,50 | 194,78 | 9,1470 3,02 
2,9694 | 1,72 | 130 | 6,1873| 2,49 | 200 | 9,480 3,08 


— 
Die dieser Tabelle entsprechende Kurve vgl. Fig. 2. 


5 Aus den beistehenden Tabellen erkennt man, was ja 
auch ohne weiteres schon aus der entsprechenden Formel zu 
ersehen ist, daß die Verschiebungen (ß) der Knoten und 
Bäuche mit zunehmendem Abstand von der reflektierenden 
Ebene beständig zunehmen; während aber die Verschiebungen 
der Bäuche stets negativ sind, also eine Verringerung des 
Abstandes bedingen, werden die Abstände der Knoten von 
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Die dieser Tabelle entsprechende Kurve vgl. Fig. 3. _ 


10 em; = 0,01 em-!; r= + 0,707. 
Abstand Ver- 
€ in cm von Knoten | schiebung 
und Bauch B 
1. Knoten + 0,0045 2.4903 + 0,0045 
1. Bauch 2,4948 9,5112 — 0,0052 
2. Knoten 5,0060 2 4874 + 0,0060 
2. Bauch 7,4934 9,5139 — 0,0066 
3. Knoten , 10,0073 ry 4847 + 0,0073 
3. Bauch | 12,4920 2.5168 — 0,0080 
4. Knoten 15,0088 2.4816 + 0,0088 
4. Bauch 17,4904 2.5200 — 0,0096 
5. Knoten 20,0104 2 4784 + 0,0104 
5. Bauch 22,4888 2.5233 — 0,0112 
6. Knoten 25,0121 2.4749 + 0,0121 
6. Bauch 27,4870 9.5269 — 0,0130 
7. Knoten 30,0139 2. 4711 + 0,0139 
7. Bauch 32,4850 2.5308 — 0,0150 
8. Knoten 35,0158 2 467 4 + 0,0158 
8. Bauch 37,4832 9.5347 | — 0,0168 
9. Knoten 40,0179 2 4630 | + 0,0179 
9. Bauch 42,4809 9.5393 — 0,0190 
10. Knoten 45,0202 2. 4585 + 0,0202 
10. Bauch 47,4787 2 5494 — 0,0213 
12. Knoten 55,0254 3% 4477 + 0,0254 
12. Bauch 57,4731 2,5553 — 0,0269 
13. Knoten 60,0284 | nye + 0,0284 
15. Knoten 70,0352 | 2.4977 + 0,0352 
15. Bauch 72,4629 | 9 5940 — 0,0371 
18. Knoten 85,0482 4 + 0,0482 
19. Knoten 90,0534 a + 0,0534 
20. Knoten 95,0592 2 3785 + 0,0592 
20. Bauch 97,4377 9.6279 — 0,0623 
21. Knoten 100,0656 s + 0,0656 
0 1,707 9 11,432 || 18 0,799 | 27,5 | 0,779 
1 | 1,395} 10 | 1,745); 19 1,497 || 28 0,944 
2 0,614 11 | 1,444]} 20 1,800 || 29 1,582 
235 «| 0,336} 12 0,721 || 21 1,513 || 30 1,874 
oe 0,623 | 12,5 | 0,508 | 22 0,855 | 31 1,602 
4 1,408 | 13 0,734 | 22,5 | 0,688 | 32 1,008 
5 '174| 14 1462| 23 | 0,869 | 32,5 | 0,873 
6 1,417 || 15 1,770 || 24 1,537 || 33 1,024 
7 0,664 16 | 1,474 | 25 . 11,835 | 34 1,632 | 
8 0,682 | 17,5 | 0,598 | 27 10,929 | 36 1,654 | 
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A= 100 em; b= 0,006 cm”!; r = 0,8 em = 


Fig. 2. 


A=10em; r = + 0,2071; = 0,01 em”! 


Ware 


der reflektierenden Ebene kontinuierlich größer gegenüber 
dem idealen Abstand von einer ganzen Anzahl halber bzw. 


a” 
5 
Fig. § 
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viertel Wellenlängen. Mißt man die Abstände der aufeinander- 
folgenden Knoten, so ergibt sich von der reflektierenden 
Wand bis zu den Erregungspunkten eine stetige Zunahme 
der halben Wellenlängen. Würde man hingegen die Abstände 
der aufeinanderfolgenden Biuche bestimmen, so müßten die 
halben Wellenlängen beständig kürzer werden. Man sollte 
also erwarten, daß die Kundtsche Methode zu große Werte 
der Wellenlänge und also auch der Schallgeschwindigkeit er- 
gäbe, und zwar um so größere, je stärker die Abnahme der 
Schwingungsamplitude mit der Entfernung ist. Mit anderen 
Worten: Die Kundtsche Methode müßte nach unserer Theorie 
in engen Röhren größere Werte der Schallgeschwindigkeit 
ergeben als in weiten. 

Anders liegen die Verhältnisse dagegen, wenn man aus 
der Länge der Röhre bei maximaler Resonanz die Schall- 
geschwindigkeit berechnet. Wie ich bereits in meiner Disser- 
tation gezeigt habe und im folgenden noch ausführlicher be- 
gründen werde, erfährt die Röhrenlänge maximaler Resonanz 
infolge der Absorption von Schallenergie eine Verkürzung, 
die um so beträchtlicher ist, je größer diese Absorption (b) 
ist. Deshalb müssen die Resonanzmethoden von Quincke 
und die Methode der Orgelpfeifen in Übereinstimmung mit 
unserer Theorie eine Verkürzung der Schallgeschwindigkeit 
mit abnehmendem Röhrendurchmesser ergeben, und zwar 
müssen die nach diesen Methoden gefundenen Differenzen 
zwischen der wirklichen und der beobachteten Schallgeschwin- 
digkeit in Röhren gemäß den Ergebnissen unserer Theorie 
sehr beträchtlich sein, während die nach der Kundtschen 
Methode erhaltenen Unterschiede in Anbetracht der sehr 
kurzen Wellen und der Mittelbereehnung aus einer großen 
Anzahl von Knotenabständen nur äußerst gering sein könnte; 
und dieses steht ja mit den experimentellen Ergebnissen in 
voller Übereinstimmung. 

Ich weise noch auf die Übereinstimmung der hier wieder- 
gegebenen Kurven mit denen von stehenden elektrischen 
Wellen hin. Während die Intensitätskurven für Hertzsche 
Wellen leicht zu ermitteln sind, stößt bei Schallwellen 
die Intensitätsmessung auf erhebliche Schwierigkeiten. Doch 
scheint mir das neuerdings von Steinhausen!) angewendete 


1) Ann. d. Phys. 48. p. 693, 1915. 


= 
Ned 
ai 
=: 
2 
a 
| 


862 


Gi. Schweikert. 


Verfahren die relative Intensitätsmessung stehender Schall- 
wellen in Röhren zu ermöglichen, ohne dabei den Schwin- 
gungszustand durch den benutzten Hilfsapparat merklich zu 
modifizieren. 


§ 8. Extreme Werte der Resonanz. 


Da die Intensität der Luftschwingungen in Röhren von 
der Lage (a) der reflektierenden Ebene abhängt, so können 
wir fragen, für welche Werte von z, diese Intensität extreme 
Werte annimmt. Die Frage ist gleichbedeutend mit der nach 
den Röhrenlängen, die extreme Werte der Resonanz im In- 
nern der Röhre ergeben. Wir hatten oben für die Größe J 
der Intensität die Gleichung erhalten: 


(er 4+ rd. Or. cosx 


(13) 


Daraus geht hervor, daß J, abgesehen natürlich davon, daß 
es mit wachsendem z, stetig abnimmt, nur von £, nicht aber 
von z abhängt. Da aber die Lage (x bzw. &s) der Knoten 
bzw. Bäuche gemäß den Gleichungen (21) und (28), wie oben 
schon dargelegt wurde, nicht durch die Lage (a) der reflek- 
tierenden Wand relativ zur Tonquelle beeinflußt wird, so 
ändert sich auch J, nieht mit dem Abstand der spiegelnden 
Ebene, und somit gibt unsere Gleiehung (9) auch keine Maxima 
und Minima der Resonanz. Das Auftreten soleher extremen 
Resonanzwerte kann also nicht ohne weiteres aus der Glei- 
chung der stehenden Welle abgeleitet werden, wie ich dieses 
in meiner Dissertation aus den extremen Werten der Koef- 
fizienten der allgemeinen Gleiehung (9) versucht habe. Viel- 
mehr finden die Resonanzerscheinungen in einem ganz anderen 
Umstande ihre Erklärung. 

Wenn die Amplitude der Tonquelle einen bestimmten 
konstanten Wert besitzt, so hängt die Größe der hervor- 
gerufenen Dichteänderung im umgebenden Medium außer 
natürlich von der Amplitude der Tonquelle und der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Mediums vor allem auch von 
dem Schwingungszustand des Mediums an der Tonquelle ab, 
wie er durch die Reflexion bedingt ist; denn die durch die 
Tonquelle hervorgerufenen Diehteänderungen und diejenigen 
der reflektierten Welle im Punkte z =0 superponieren sich 
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fortgesetzt. Daraus folgt, daß je größer die Änderüng der 
Dichte im Punkte z =0 durch die reflektierte Welle ist. um 
so größer auch die gegenseitige Beeinflussung sein muß, und 
das Resultat eine Vermehrung oder Verringerung der Dichte 
ist, je nachdem die Tonquelle und die reflektierte Welle im 
Punkte 2 =0 dieselbe Phase oder entgegengesetzte Phase 
haben; denn da gleichzeitig die Schwingungen der Tonquelle 
ihre größte Geschwindigkeit und die hierdurch hervorgerufenen 
B Änderungen der Dichte im umgebenden Medium ihr Maximum 
erreichen, so muß extreme Resonanz eintreten, wenn die 
Diehteänderungen der reflektierten Welle an der Stelle 2 = 0 
zugleich mit den Schwingungen der Tonquelle ein Extremum 
erreichen, und zwar erhält man maximale Resonanz, wenn 
der Gangunterschied von Welle und reflektierter Welle an 
der Stelle 2 = 0 eine gerade Anzahl halber Wellen ist, minimale 
Resonanz dagegen, wenn dieser Gangunterschied eine un- 
gerade Anzahl halber Wellen ist. Das erkennt man auch 
daraus, daß dann, wenn die Diehte in 2 =0 zugleich mit 
den Verschiebungen der Tonquelle das Maximum und Minimum 
erreicht, diese ein Maximum an Arbeit leisten muß und fort- 
gesetzt die größtmögliche Energie der stehenden Welle mitteilt. 

Wir}können also sagen: Maximale bzw. minimale Re- 
sonanz wird hervorgerufen durch fortgesetzte Addition bzw. 
Subtraktion der durch Tonquelle und reflektierte Welle ver- 
1 anlaßten Dichteänderungen, während nur einmalige Super- 
position von Welle und reflektierter Welle die Resonanzerschei- 
, nungen nicht zu erkldren erlaubt. 

Betrachten wir zunächst den idealen Grenzfall der stehenden 
Welle in Röhren (b=0; r = +1), so ist nach dem Gesagten 
ohne weiteres klar, daß wir das Maximum der Resonanz er- 
halten, wenn an der Tonquelle ein Knotenpunkt liegt. Dieses 
' hat übrigens schon Helmholtz in seiner berühmten Arbeit 
. über ,,Luftschwingungen in Röhren mit offenen Enden“ be- 
r wiesen: „Die Resonanz in der Röhre und der Schall im freien 
; Raume werden am stärksten, wenn die Schwingungen der 
Röhre in einem Knotenpunkte mitgeteilt werden‘“.!) Das Mini- 
mum der Resonanz dagegen tritt ein, wenn an der Tonquelle 
, ein Wellenbauch liegt. Mathematisch folgt dieses aus unseren _ 


Gleichungen auf folgende Weise: 


— 


1) Crelle-Journ. 57. p. 46. 1860. 
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I. Reflexion durch „Energiestauung‘“; r=-+1. Die 
Gleichung der Welle sei: 


364 GC. 


Also ist: 
(4, = s-sinxt. 
Die reflektierte Welle wird durch folgende Gleichung ‘eine 
2a, - 
mithin ist: 


Daraus ersieht man sofort, daß hier die Bedingungen dafür, 
daß (A,0).=0 und (4,0),29 einen extremen Wert zu- 
sammenfallen. Sie lauten 


1. fiir das Resonanzmaximum: 


(4, = (4, +8; 


em: 
+ 2. für das Resonanzminimum: 


= (2m + l)- 7 


Maximale Resonanz erfordert also eine Röhrenlänge von einer 

ganzen Anzahl halber Wellen: 2) =m.4/2; denn dann er- 
3 sich zunächst: 


2%, 


N 
& 
2 
x 
~ 
| 


| sin (¢ — - 


BA 


s-sinx (t+ =) . 


Daher wird: 
[sin (¢— 2) + sinx (e+ =)} 


(40,20 = 25,-sinxt. 
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‚Gleichung der stehenden Welle in diesem re 


Einfache harmonische Schwingungen der Luft in Röhren usw. 865 


Da nun die Schwingungen der Tonquelle fortgesetzt erhalten 
bleiben, so kommt wiederum hinzu: 


und die entsprechende reflektierte Welle: Zu Er 
ER 

Also ist: 


= 28, + sin xt 


usw. Allgemein erhält man für den Schwingungszustand, 
nachdem sich N Wellen superponiert haben: 


N 
(4 =o = 2+ (8) + 5, + Sinwt = 2- -sinst. 


Da hier, wie im folgenden gezeigt wird, s) = =... 8 
ist, so wird: 


N 
Dis; = N.s. 


233 


Daher müßten die Dichteinderungen mit der Anzahl der 
Sehwingungen der Tonquelle unendlich groß werden, und 
zwar nicht nur an der Stelle x = 0, sondern in jedem Knoten- 
punkte. Die Tonquelle liefert ein Maximum an Arbeit. Die 


Wenn die Röhre die Linge = ‚(2m mr 1). 1/4 be- 
sitzt, so führen analoge Überlegungen wie oben zu den 
Gleichungen: 

=s-sinx(t— =); Ao =—s-sinx(e+ =); 

(4 = 0 0, 
d. h. die Dichte an der Tonquelle ist fortgesetzt unverändert, 
die Tonquelle leistet keine Arbeit mehr; einmal erregt, bleiben 
die Schwingungen unverändert erhalten, was unter der Vor- 
aussetzung b =0; |r| =1 selbstverständlich ist, da kein Ver- 
lust der einmal mitgeteilten Schwingungsenergie eintritt. Die 
stehende Welle nimmt in den Knoten die Amplitude 2s an; 
ihre Gleichung lautet: 


de=2. . 008% — - sinxt. 


x 
do=— 2s.sinx— cost. 
Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 24 
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Der Verlauf der Erscheinungen ist also folgender: Wenn 
die Tonquelle zu schwingen beginnt, so haben wir zunächst 
in einem Zeitintervall von der Größe z,/a eine rein fort- 
schreitende Welle; danach bildet sich von der reflektierenden 
Ebene aus rückwärts die stehende Welle, die nach dem weiteren 
Zeitintervall z,/a die ganze Röhrenlänge ausfillt. Von diesem 
Moment an, d. h. also nach Verlauf der Zeit 2 x,/a seit Ein- 
tritt der Schwingungen hört die Tonquelle auf, Arbeit zu 
leisten; es wird keine Schwingungsenergie mehr in die Röhre 
hineingesandt, und somit kann sich der Schwingungszustand 
der Röhre in diesem idealen Grenzfall, wo weder durch Ab- 
sorption (b =0) noch Reflexion (r = +1) Energie verloren 
geht, nicht weiter ändern. 


II. Reflexion durch „Energieentziehung“. Die Gleichung 
der fortschreitenden Welle ist wiederum: 


= se sine 


A, = s- sinxt. 
Für die reflektierte Welle besteht die Gleichung: 


Daher ist: 

(4,0, =— sin x (¢ _ =) 
Die Bedingungen maximaler Resonanz lauten: is 


te 


sin x ¢ = — — 


ie Glei . 
Die Gleichung der stehenden Welle ist: Wahre 


>(4,¢ + 4,0)= 40 =2- Sa - 008% — - sinxt. 


Auch hier liegt bei maximaler Resonanz an der Tonquelle 


a 
zes, 
dr, 


4 Für das Minimum der Resonanz lautet die Bedingung: 
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(4, = — (4, Ob=0- 
Daher: 


sin xt = sin x ( — 


9 


te 


An der Tonquelle liegt ein Bauch. Die Gleichung der stehenden 
Welle ist: 


4e=—2s-sinx—-cosxt. 


Bei Reflexion durch Energieentziehung tritt maximale Re- 
sonanz ein, wenn die Röhrenlänge eine ungerade Anzahl von 
Viertelwellenlängen enthält, minimale Resonanz hingegen bei 
einer Röhrenlänge von einer geraden Anzahl Viertelwellen- 
längen. 

In beiden Fällen der Reflexion (rf = +1 und r = —1) 
liegt bei maximaler Resonanz an der Tonquelle ein Knoten, 
bei minimaler Resonanz ein Bauch. 


Wir können nun leicht die Amplitude der Dichteände- 
rungen bei maximaler Resonanz genauer bestimmen. Der 
Wert von s ist als Funktion der Schwingungsamplitude (A) 
der Tonquelle, der Dichte (g9) und der Fortpflanzungs 
geschwindigkeit (a) des Mediums darzustellen. Wir erinnern 
uns der Voraussetzung, daß die Tonquelle über den ganzen 
Querschnitt der Röhre gleichmäßig verteilt sei und einfache 
eharmonische Schwingungen vollführe. Zudem ist in dem 
hier betrachteten idealen Falle die Absorption in der Röhre 
Null. In nebenstehender 
Figur sei A die Ruhelage 
der Erregungspunkte. In q 
einem bestimmten Zeitmo- 
ment (#) nach Eintritt der 
Schwingungen mögen sie sich bis A’ verschoben haben. Die 
Größe (A x) der Verschiebung ist: 


Axz=A.sinxt. 


4x x 


AA 8 


In der Zeit € möge sich die durch diese Verschiebung be- 
dingte Dichteänderung 4o in der Röhre um die Strecke 
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z+Az bis zum Punkte B fortgepflanzt haben, — be- 
findet sich also die Masse M des Gases, welche bei ungestörtem 
Zustande mit der gleichmäßigen Dichte go, das Volumen: 
\ V=q.(z+4x) (q = Querschnitt der Röhre) einnahm, jetzt 
ar auf das Volumen: V’ =g.xz verteilt. Das Gesetz dieser Ver- 
teilung im Abschnitt 4’... B ist durch die Gleichung: 


x 
0 =O +s-sinx— 


bestimmt, wo also s die zu ermittelnde Amplitude der ‚Diehte- 
änderung ist. Da nun: 

av 
und daher: M =fo .dV; dV =q.dz@ ist, so erhalten wir 
aus der Konstanz der Masse (M) in dem Réhrenabschnitt 
. B folgende Gleichungen: 


42)-q; 


0= 


unter der Voraussetzung, daß die Größe Az gegen x zu ver- 
nachlässigen ist. Daraus folgt: er 


a ale. 

‘ 

und Ar=4. Daher ist: 
s= ~ . A=220, . 4 . 
. A 

33 A 


Dabei ist Voraussetzung, daß A sehr klein gegen 4 ist. 


Kes 


EN 
Ar 


x 
r 
> 


Dadurch ist die Amplitude der Dichteänderung aus der Ampli” 
m tude (A) der Tonquelle, der Wellenlänge (A) und der Dichte (00) 
n: des schwingenden Mediums bestimmt. 

In derselben Weise wie hier s kann man auch die Ampli- 
u: tude s, der nächsten Welle, welche sich über die stehende 
Welle bei kontinuierlich fortwirkender Tonerregung super- 
poniert, leicht ermitteln. Die Gleichung der stehenden Welle 


nach einmaliger Superposition ist: 
‚e- 


4o= 2s-cosx—-sinxt. 


Fände keine Verschiebung der Erregungspunkte statt, so 
ir wäre die Masse, welche sich in dem Abschnitt 0 bis a der 
tt Röhre befände, bestimmt durch das Integral von 0 bis 2(<A2) 
über die stehende Welle: 


Durch die Verschiebung (A x) der Tonquelle wird diese Masse 
jedoch auf das Volumen q.(x— Ax) beschränkt. Wenn 
also jetzt die Gleichung des Schwingungszustandes in einem _ 
bestimmten Zeitmoment ¢: 


0=0,+ cosx— sinxt + s, - sinx =) 


ist, so muß das Integral hierüber von 0 bis x — Az gleich 
dem Integral über die stehende Welle von 0 bis & sein, d. h.: 


xz— 4x 


. 
Q,dx+2s-sinxt- | cosx—dzr=|o,dz 


0 


2 


xt. sin x = = 


a x — Ax a . 
+ 8, + sinst 


x — 4x 


- sin x= 


cos xt (cos x 


: 
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Folglich ist: 


Qo sin xt (sin 


x 
— sin x. — 
+ 


. (sin x e-sin.« = + cos ¢ + 
a a ” 


Setzen wir nun speziell: 


A A 

t= 3 bzw. 4 
42 baw. 4; 
daher: sinxt=0 bzw. +1; cos xt = —1 bzw. 0 


Wird wiederum vorausgesetzt, daß A sehr klein gegen 
A/4 ist, so ergibt sich angenähert: 


(cos 


-1) bzw. 


Da aber: 


cosx = sinx = +1 


ist, so wird in beiden Fällen: 


(=, =m- 


haben also die aufeinander folgenden, sich superponierenden 
Diehteänderungen die gleiche Amplitude: s = 8s, = s8,... = 5 


Daher wird: 
N 
= N 8, 


und die endgiiltige Gleichung der stehenden Welle nach N 
aufeinander folgenden Superpositionen ist: 


Ao=2s-N.- cos x — sin 
Pad 


Ww 


| 
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‘ 
| 
| 
| 


Nennen wir die Anzahl der Schwingungenfder Tonquelle N’, 
so ist offenbar: 


, 22 
N=N: 


da ferner: 


vorausgesetzt ist, so folgt: 

N’ 
wo m die Anzahl halber Wellen in der Röhrenlänge ist. 
In dem hier betrachteten idealen Grenzfall (b=0, r =1) 
müßte also die Amplitude der stehenden Welle unendlich 
werden, wenn nicht die Eigenschaften der Materie dieses un- 
möglich machten; denn einmal kann die Dichte nicht kleiner 
als Null werden, und da zudem die schwingende Masse einen 
on endlichen konstanten Wert hat, so müßte das Volumen, welches 
durch diese Masse erfüllt wird, „unendlich klein werden, was 
mit den Eigenschaften der Materie unvereinbar ist. (Es würde 
dieses dem Gesetz von der Erhaltung des Stoffes wider- 
sprechen.) Die Masse M, welche die Resonanzröhre enthält, 
ist: M =q.%9:09 Dieser‘ Wert kann durch den Schwin- 
gungsvorgang weder vermehrt noch vermindert werden. Des- 
halb muß zu jeder beliebigen Zeit (t) das über die ganze 

Röhrenlänge (z,) erstreckte Integral der stehenden Welle: 


0 = 0 +2-> 5, cosx-—-+sinxt, 


bzw. : 
x 
0 = 0 sinx —- cosxt 


denselben Wert M besitzen. Solange nun 2.Ds, 
haben wir daher 


sinx—dr=q- 


q° dz+q-2-S s,cosxt- f 


Deher a 
2.— -sinat- 
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—2-—-S}s,cosxt - cos x — 
Da nun im ersten Palle: Ly =m. A/2, tn zweiten dagegen: 
Ly = (2m + 1).4/4 ist, so sind diese beiden Gleichungen 
identisch für jeden Wert von t erfüllt. 

Würde aber 2. >)s;. > werden, so ist zu beachten, 
daß an allen Stellen z, wo für ein beliebiges ¢: 


0, +2- > 5,- cos x -sinzt <0, 
bzw.: 


o+2-Ds- sin x — cosxt < 0 
wird, die Dichte o Null ist. Setzen wir 

cos x -sinxt = 0, 4 

2 x 
0 +2-Ss,- sinx—-cosxt=0, 
a) cos x a SS sin xt’ b) a =. 25; + cos xt’ 
wobei wir 2, auf das Intervall: 
0< 2, 
. 
beschränken. Dann ist an allen u x, für die: 


; 


zx . x . 
—1 S cos x — < cosx—, bzw. —1 S sin x — at sin x —- 


ist, die Masse Null, und daher müssen hier die Integrale über 
die Dichte verschwinden. Es zerfällt dann das Integral über 
die ganze Röhrenlänge von 2 = 0 bis = a, in folgende Teil- 
integrale: 


Qo° farm fetes fot + feds 
A+a, 


Betrachten wir Seite den Fall a): Ist sinxt > 0, so wird 
e in den Intervallen z, bis 4 —2,; A+z, bis 2A —ı;... 
m.i+ 2, bis (m +1). 4 — x, negativ; deshalb fallen diese 
Integrale fort und wir erhalten 
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Ata, 2a+e, Ata, 


Da nun 2% = m.A/2 ist, so wird: 


a . . 
Qos mz, + 2—-+ S's,sinxt m- sine — = 


A 
(35) + 2—-Ss,8in xt - sin = 5; ( 


Daraus geht hervor, daß das Resultat für jeden Wert von 
m dasselbe ist wie für: m =1; wir beschränken uns daher 
der Einfachheit wegen auf die Annahme, daß x, =A/2 sei. 
Ist jetzt sin x << 0, so wird o in dem Intervall 0<2<a, 
negativ 


a 
(35*) sin — = 


Aus (36) folgt: 


Qo 
ist. Daß PER Beziehungen unmöglich sind, ist ni leicht 
zu zeigen. Da nämlich nach Voraussetzung 2. >)s; > @ ist, 
so gibt es stets ein Intervall, derart, daß für alle Werte von 
ti aus diesem Intervall: 


> 0, 


San 
J 
+ 2S)s,sin xt - COS — 
(36) - s,-sinxt- sine 
(sin xt < 0) 
Aus Gleichung (35) erhält man: 
A 
Qo * - 2 
| sinxt > 0). 
) sinx— = — —- —; sinxt< 0 vt 
a a 2-Ds-sinxt 
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ist. Zu See Wert t aus diesem Intervall wird nach (37) 
der Wert x, bestimmt, so daß: 


2. 


ist. Für diese zusammengehörigen Werte von t und 2, müßte 
dann auch die Gleichung (35*) bzw. (36*) gelten, also: 
lo . — 


sein, d. h. es müßte, wenn auch für ein noch so kleines Inter- 
vall der z,-Werte, identisch: 


BR 


x 


sein. Da dieses nicht der Fall ist, so kann niemals 2 >) s; > 04 
werden. (Einzig und allein für den Wert: 2, = A/2 bzw. 0 


- würden diese Beziehungen erfüllt sein. Dann müßte aber 
= 2. > s, werden, was gegen die Voraussetzung ist.) 
eee: Dasselbe läßt sich in entsprechender Weise für den 
x anderen Fall b) der maximalen Resonanz zeigen, wenn: 
Es ist bewiesen, daß auch im idealen Gren 
BR fall (b=®; r= +1) der vollkommenen Reflexion und un- 
 geschwächten Fortpflanzung der Schwingungen der größte 
NER mögliche Wert der Amplitude o, ist, also stets: 2. >) s, S gp. 
Wir sahen, daß bei minimaler Resonanz die Amplitude 
der Dichteinderung: 
2s=4no,. 4 
Se ist. Daher ist die Diehteschwankung in den Knoten: 


ih Bei maximaler Resonanz hingegen ist in demselben Falle 
die Amplitude 2.Ds, =, und daher beträgt die größte 
Schwankung der Dichte in den ‚Knoten 4. er. =2 Bo: Die 


1 
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A 
20,° 


Dabei ist zu beachten, daß dieses nur sehr angenähert gilt, 
wenn die Amplitude (A) der Tonquelle sehr klein gegen die 
Wellenlänge A ist. Nur in diesem Falle wird der Schwingungs- 
zustand der Luft innerhalb der Röhre, wie er durch eine har- 
monisch schwingende Tonquelle hervorgerufen wird, angenähert 
durch eine Sinusfunktion dargestellt. In Wirklichkeit erregen 
harmonische Schwingungen einer Tonquelle niemals streng har- 
momsche Luftschwingungen. (Den Beweis hierfür behalte ich 
mir für später vor, da er nicht eigentlich zu dem Thema der 
Arbeit gehört.) 


Wenden wir uns nun zu dem allgemeinen Falle der | 
stehenden Welle (b #0; |r| <1), so komplizieren sich die 
Verhältnisse dadurch, daß sich die Knoten und Bäuche ver- 
schieben, während die Phasendifferenz von Welle und reflek- _ 
tierter Welle in einer bestimmten Entfernung von der spie- 
gelnden Ebene gegenüber dem idealen Falle unverändert 
bleibt, also insbesondere Welle und reflektierte Welle an dr 
Stelle  =0 die gleiche Phase haben, wenn: un 

ist. Die extremen Werte der Schwingungen müssen aber 
dann eintreten, wenn an der Stelle x =0 Welle und reflektierte 
Welle in gleichen Zeitmomenten die größte Dichteänderung 
erreichen. Haben beide Änderungen das gleich® Vorzeichen, 
so erfolgt maximale Resonanz, ist das Vorzeichen entgegen- __ 
gesetzt, so tritt ein Minimum der Schwingungen ein. 
Die Gleiehung der fortschreitenden Welle ist: 


sinx(¢ = 2); (4, =s-sinxt. 
Daraus folgt: (A, 0).=o erreicht ein Maximum, wenn: 


T 
ist; ein Minimum dagegen, wenn: 


ist. Andererseits ist die Gleichung der reflektierten Welle: Es 


Harn 
| 
© 
e 
er i 
- 
= 
) ate 
= 
< 4 
1 
ty, 
> I 
+ 
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tierter Welle. Hat dagegen (4, 0)... zur Zeit it, ein Minimum, 
so tritt ein Minimum der Resonanz auf und ener er- 
reicht (4, 0),29 zur Zeit 


ein Maximum, so wird die Amplitude ge“ Tea hat da- 


größte Amplitude. 
Es wird aber für: ge 


wo B, der Wert von B [vgl. Gleichung (9*)] an der Stelle 
x =0 ist, und zur Zity=3T+m.T ist: 


(4, Op cosx = — 5. 


Daraus folgt, daß die Frage nach der stärksten und schwäch- 
sten Tonstärke in der Röhre zusammenfällt mit der Frage 
nach dem Maximum und Minimum von B,; denn hat B, ein 
Maximum, so wird (A,0),.0o zur Zeit t, ein Maximum, zur 
Zeit t, ein Minimum, und dieses sind die Bedingungen für 
das Maximum der Resonanz. Wenn aber B, ein Minimum 
erreicht, so nimmt (A,e),.o zur Zeit t, em Minimum und 
zur Zeit t, ein Maximum an, und das hinwiederum führt zu 
schwächster Resonanz. Die mathematischen Bedingungen für 
stärkste und schwächste Resonanz in der Röhre nehmen daher 


2% % 
und speziell: 
(4, 0, =0 =s.r.e-?2m. sin x ( t— 
Er gleichfalls ein Maximum er so ergibt sich maximale 
Br, Resonanz durch fortgesetzte Addition von Welle und reflek- 


x 
a 
an 
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a) Die Röhrenlänge für das Maximum genügt den Be- 
dingungen: 
dB 
(38a) <0. 
b) Die Röhrenlänge für aia eT dagegen ergibt 
sich aus den Gleichungen: 
dB d* B, 
(38b) da 
Die Gleichung: 
dB, 
dz, 
ergibt folgende Gleichungen ?): 


= oder: te ( 
A 
7 


= 0 


; 0 < arctg < 
m: — — 
4 
und bezeichnet die Länge x, als ,,reduzierte‘’ Röhrenlänge, 
so ist nach (40): 


41) l—x, = = also: tg 


Daraus geht hervor, daß die Größe (a) der Korrektion bei ge- _ 
gebener Wellenlänge nicht von der Anzahl der Wellen, die n 
der Röhrenlänge x, enthalten sind, abhängt. Man findet die 
wirkliche Länge extremer Resonanz dadurch, daß man von 
einer ganzen Anzahl Viertelwellenlängen stets denselben Wert a 
subtrahiert, wie groß auch immer diese Anzahl von Viertel- 
wellenlängen sein mag: Daraus folgt weiter, daß die auf- 
einander folgenden Abstände der spiegelnden Ebene in Lagen 
extremer Resonanz stets genau um eine ganze Anzahl von 
Viertelwellenlängen sich unterscheiden, welchen Wert der Ab- 
sorptionskoeffizient b auch immer haben mag. Wenn man 
also bei stehenden, ebenen Wellen in Röhren mit nur parallel — 
zur Achse verlaufenden, einfachen harmonischen Schwin- 
gungen aufeinander folgende Lagen der reflektierenden Ebene, 


meine Bonner Dissertation, 1915, » 62; Ann. a. 


BIER, = 2 
| 
f 
AN; 
(39) tg x - a-b, 
a 
= 
. 
N 
‘ 
x3 
Ph 


welche Resonanz genau bestimmen 
könnte, so würde durch die entsprechenden Abstände die 
Wellenlänge des betreffenden Tones genau ermittelt, ganz 
gleichgültig, welche Absorption der Ton erfährt und wie un- 
vollkommen auch die Reflexion sei. 


ist, so ist stets: 


die Größe der Korrektion ist immer ide als eine Achtel- 
wellenlänge und nähert sich diesem Betrage um so mehr, je 
größer der Absorptionskoeffizient b ist. 

Es fragt sich nun weiter, welche der extremen Werte 
von 2, maximale, und welche minimale Resonanz ergeben. 
Um das zu finden, muß man untersuchen, unter welchen Be- 
dingungen die zweite Ableitung von B, positiv oder negativ 
wird. Aus Gleichung (9*) folgt: 


[2 cosx 2% 4 . ginx 
dz, a a a 


(2% —2) G . +25. 


: 
2G Schweikert. 
f 
| 
. 
Mithin ist: 
x 
oder: 
d Lo dx, j 
(42) also: 
f 
d* B, dB, x dQ, 
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Daher hat B, ein Maximum, wenn: Tee 
(> [mine 


hingegen | ein Minimum, wenn: 


(sb) 


Unter Berücksichtigung von Gleichung (89) wird: 


ist stets positiv; wir bezeichnen ihn mit cy. Daher wird end- 


(44) = Cy + C08% 
a 


De Ausdruck: 


1. ein Maximum, wenn: 


r+ C08% >0, 
und mithin nach (39): 
4 r-sin <0 ist; 
2. ein Minimum, wenn: 


rs cos x 0, r - sinx— 

ist. 
Daraus folgt: 
I. Bei Reflexion durch PETER (r>0) sind die 

Bedingungen 

1. für einen maximalen Wert von sd 


cr > 0; sinx <0, 
2. für einen minimalen Wert von By: 


1Z 
ty 
t 
- 3 
]- 
Sie 
je 
iV 
ıe Ungleichun | en also auf Grund von (44) für By a Be 
: 
Be 
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II. Bei Reflexion durch Energieentziehung (r < 0) geben 
die folgenden Ungleichungen 
1. maximale Werte von B,: 


224, . 2 
cos*x—* < 0; sinx — > 0, 
a a 
2) minimale Werte von B;: ee 


cosx = > 0; sine < 0. 


Da die Ungleichungen 11) mit II 2) und 12) mit IT 1) 
identisch sind, so ergeben dieselben Werte von 2 in Glei- 
chungen (39) bei Reflexion durch Energiestauung ein Maxi- 
mum von B,, die bei Reflexion durch Energieentziehung ein 
Minimum ergeben und umgekehrt. 

Obige Ungleichungen führen nun weiter zu folgendem: 
2% 
a 


I) <2m,2+ 22, 
(2m, +5) < <Qm,+2)-2, 
a 


(2m, 3) < To < (2 m, + 2) 


Nach Gleichung (40) und (41) ist aber: N 


Demnach ist: 


(2m, +3) t+te<m 
Also sicher auch: AR 


8 A A 
(2m +5).i<m- 7 +9): 7 
3 5 
2m + ><m<2m+ 
Da m eine ganze Zahl ist, folgt notwendig: = F 
m=2m,+2=2m'. 08 


Die Gleichungen (40) und (41) geben für B, ein Maximum, 


} 


. 
33 
A 
a 
iL .—< To < (2 m, 1) 4 
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<(2m, +1)-4 42, 


1 1 
2m +> <m<2m+1+ 5, 
m=2m,+1. 


Daher geben die Gleichungen (40) und (41) für B, ein Mazi- : 
mum, falls m =2m, +1, r <0 ist. 
I 2) ist identisch mit I1 1). Also: m =2m, +1. 
Die Gleichungen (40) und (41) geben für By ein Minimum, 
falls m =2 m, +1, r>0 ist. 
II 2) ist identisch mit Il). Also: m =2 m.. 
Die Gleichungen (40) und (41) geben für B, ein Minimum, 
falls m =2m,, r< 0 ist. 2 | 
Fassen wir die Resultate zusammen: Zn 
I. Bei Reflexion durch Energiestauung gibt Gleiehung 
(41) für Bp: 
1. ein Mazimum, wenn m = 2 m,; 
2. ein Minimum, wenn m +1. 
II. Bei Reflexion durch Energieentziehung sit aie 
Gleichung fiir By 
1. ein Maximum, wenn m = =2m 


(45) 


0 


Die in meiner Bonner Dissertation aufgestellten Beziehungen _ 

„Nebenmaxima‘‘ bestehen also nieht zu Recht. Zudem 
ist bei der Diskussion der Maxima und Minima ein Irrtum © 
vorgekommen. 


Annalen der Physik, IV. Folge. 52. 


Gre 


n Nach den Gleichungen (40) und (41) ist: 
mithin: 
Demgemäß erhalten wir aus (41) folgende Ausdrücke: ae 
| = (2m O<artg<— 
BE 


Schweikert. 


Um nun den Schwingungszustand bei extremen Ton- 
stärken in der Röhre genauer zu erkennen, bestimmen wir 
ES im folgenden die Werte, welche B und C bei extremer Re- 
 sonanz annehmen. Aus Gleichung (39) folgt zunächst: 


: 2 ab 2a, 
| sin x —— + cosx— = 0; 
2 1 1 
(46) cosa— sin x = — 


B an den extremen Stellen folgende 


—2a— x) 


Die entsprechenden Werte für C an diesen Stellen sind: 


Setzen wir zur Abkürzung: 


(mA —2a—a) 
1? 
so vereinfachen sich die Gleichungen (46) und (47) in folgender 


Weise: 


Wenn ab/x sehr klein ist, entspricht dem maximalen Werte 
von B ein kleiner negativer Wert von C, nämlich Cz,,,,, und 


r+- 


| 
ni 
ge 
at 
EN Daraus ergeben 
| 
| 
i | 
73 
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dem minimalen Werte von B ein kleiner positiver Wert von C, 
nämlich Cain. Vernachlässigen wir in diesem Falle (ab/x)? 
gegen 1 und somit auch 1 gegen (x/ab)?, so wird: 


a 
=r.e; Buin. = — 7+ 2; 
ab 
=e . —_* = . . 2 .— « . 


Die Werte von C sind also gleichfalls sehr kleine ‚Größen, 


wenn B ein Maximum oder Minimum und: 377. % 


sehr klein ist. Dieses gilt dagegen durchaus nicht, wenn ab/x 
eine endliche Größe ist, und die Verhältnisse kehren sich 
sogar um, wenn ab/x ein großer Wert ar Sei z. B. 


x 


bs werden die einander entsprechenden absoluten Werte von 
B und C genau gleich: 
r-é r-@,-e 

| Bmax | | OBmax. | ; | Buin. | | Comin. | . 

Es bietet einiges Interesse, diese Resultate mit denen 
der Helmholtzschen Arbeit: ‚Theorie der Luftschwingungen 
in Röhren mit offenen Enden“) zu vergleichen. Helmholtz 
geht in seinen Untersuchungen von der allgemeinen; Form 
für das Geschwindigkeitspotential (y) der Schwingungen aus: 


{y= (£sinkr+ B- cos kz) -cos2ant 
0) | 


4 


sin he cos kz) - sin 2ant; 


Er bemerkt zu dieser Gleichung, daß nach Eulers Theorie: 
B=8=0; nach Poisson: B=0, 3 eine unbestimmte 
kleine Größe; nach Hopkins sowohl B wie ® unbestimmt 
kleine Größen sind. Berücksichtigt man, daß in der hier an- 


1) Crelle Journal 57. p. 1— 72. 1860. 


} 
4 
at 
\ 
4 
| 
= 
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gewendeten Bezeichnungsweise: A/k =B—A; B=—C; 
A/k =C; 8B =A +B ist, so wird unter der Voraussetzung, 
daß ab/x eine sehr kleine Größe ist, bei maximaler Resonanz 
und Reflexion durch Energieentziehung (r < 1): 


ab 
B=-- 


.e” b(2.—2), 


-|r 


Daraus folgt, daß die obigen Annahmen von Euler, Poisson 
und Hopkins (nach unseren Untersuchungen) höchstens 
Gültigkeit in der Nähe des offenen Endes bei maximaler Re- 
sonanz haben, wenn ab/x eine hinlänglich kleine Größe, d.h. 
wenn die Absorption sehr gering ist. 


Helmholtz aber hat unter den Voraussetzungen, daß 
die Dimensionen der Öffnung der Röhre und des Querschnittes 
in einem endlichen Verhältnis stehen und gegen die Wellen- 
länge verschwindend klein sind, durch wiederholte Anwen- 
dung des Greenschen Theorems über Potentialfunktionen 
die Beziehungen zwischen den Koeffizienten des Geschwindig- 
keitspotentials y ermittelt, und zwar findet er, daß B/A dann 
eine kleine Größe ist. Dieses stimmt unter denselben Vor- 
aussetzungen wie oben mit. den hier gewonnenen Resultaten 
gleichfalls näherungsweise überein; denn es wird: 4 


A— Bjextr. 1+/r]|- - 


wobei gemäß der Voraussetzung |r| nahezu 1 und b eine 
sehr kleine Größe ist. 


Helmholtz setzt nun das Verhältnis: 


k-B 5 

8) 


wobei er a die Differenz zwischen der wahren und reduzierten 
Röhrenlänge nennt. Wie er dazu kommt, gerade diese Glei- 
aufzustellen, ist aus seiner Arbeit nicht zu ersehen. 


- 
rv 
Er 
5, 
at 
5 
d 
vu 
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Unsere Theorie ergibt auf ganz elementarem Wege unter Vor- 
aussetzung extremer Resonanz aus den Gleichungen (9*) und 
(41): 

(tee) * tg x a tgh 2a. 
Nach Helmholtz soll tgk.a gleich dem Verhältnis der 
oberen Koeffizienten der Gleichung (50): k. B/A sein. Dafür 
ergibt aber Gleichung (51) unter den entsprechenden Vor- 

aussetzungen folgenden Wert: 


ab 
= ~ = .2e 
A A — Bjextr. 2) — =) 
|r| {r| 
(© - =) 


In der Nähe der Mündung (z =x,) ist jetzt er nahe 
gleich 1. Also: E 


* x « hinläng- 


Dieses ist die von Helmholtz angenommene Beziehung. Man 
erkennt jedoch, daß die Korrektion a (oder —a nach Helm- 
holtz) nur durch die Absorption der Schallenergie bedingt 
ist und nur unter der Voraussetzung fast vollkommener Re- 
flexion am offenen Ende der Röhre den von Helmholtz 
angenommenen Wert näherungsweise erreicht, während Helm- 
holtz von der Absorption gänzlich absieht und nur durch 
unvollkommene Reflexion die Korrektion zu erklären sucht. 
Nach unserer Theorie hat dagegen, wie oben bereits hervor- 
gehoben wurde, unvollkommene Reflexion allein, d. h. wenn 
b =0 ist, keinerlei Einfluß auf die Lage der Knoten und 
Bäuche oder auf die Röhrenlänge bei extremer Resonanz. 
Was Helmholtz seine schwierigen mathematischen Unter- 
suchungen leisten, ist zunächst nur eine angenäherte Be- 
stimmung des Verhältnisses (B/A) der oberen Koeffizienten 
der allgemeinen Gleichung des Geschwindigkeitspotentials der 
stehenden Welle für einige bestimmte Röhrenformen unter 
den oben mitgeteilten Voraussetzungen. In welcher Beziehung 
aber dieses Verhältnis zu der Röhrenlänge bei maximaler 
Resonanz steht, bleibt dabei gänzlich unbestimmt. Es scheint 


a 
ia 
4 
= 
RE 
= 
24 


38 


nur eine willkürliche Annahme, die in der Theorie nicht be- 
gründet wird, daß zwischen einer Reduktion (a) der Röhren- 
länge und jenem Verhältnis die Gleichung: eae 


k-B 
= — tgka 


bestände.?) 


Wir hatten oben als Bedingung dafür, daß Welle und 
reflektierte Welle an der Stelle 2 =0 zu gleicher Zeit maxi- 
male und minimale Amplitude erreichen, die Gleichung (41): 


A A ab, a 
0 < arctg < > 


erhalten und angenommen, daß diese Werte von z, die Re- 
sonatorlänge bei maximaler Tonstärke ergeben. Wir ome 
nun von der Gleichung (10) fiir die stehende Welle: 


To = 


Ay =J- sinx(t — t) = s-d, - sin x(t — r) 
aus und fragen, in welchem Falle (J,), an der Stelle & r =0 
als Funktion von x, einen extremen Wert erreicht. Nach 
(10a) ist: 
= Ay? + By? + tom 


+ 2r-e- 2%. cos x 2% 


dl), 2a 
— 4br?.e-tm — e-2%. cos x 
« 
(52) + cose 4 * sing 2% = 0, 


Um hieraus einen möglichst ‚Ausdruck für 2% 


- 
zu erhalten, setzen wir: hes 
a + J 
Daher ist: 
(53*) 0 < arctg <= - 
Qu x 2 


1) Analogien mit elektrischen Vorgängen führen nur u; daB 


7 
x. 
‘ 
ch 
se 
32 


Substituieren wir nach (53) den Wert für ab/x in (52), so 
ergibt sich nach einfacher Umformung: 


(tg ree = tgx— cos — + sin“ 


20,-a 
sinw—- = sin x 


Da: 
r.e-?n. sin <1 


ist, so ist diese Gleichung stets für reelle Werte möglich. Weiter 
folgt: 
2% 


. a 
x = arcsin (r sin . 


(58) ist aber: 


—— 


— 


geht 


oder unter Berücksichtigung von (58*): 


—2bz, 
x arcsin — arctg 


0” 4n 
| 


Somit wird endgültig: 


0 < arctg < 


ree” 
1+ (25) 
a 
wobei das negative oder positive Vorzeichen des letzten Aus- 
druckes zu nehmen ist, je nachdem sin xa/a positiv oder 


negativ ist. Damit also J, an der Stelle x = 0 einen extremen 
Wert annimmt, muß die ae noch um den Ze: 


—-2b 
ab 
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: 
£ 
| 
Daher können wir weiterhin schreiben: Er 
22, -° arcsil 
x 
FVı+rl— 
ab 


¥ 


4 


gegenüber dem oben betrachteten Fall extremer Resonanz 
verkürzt sein, wo 2) durch Gleichung (40) gegeben ist. Beide 
Fälle unterscheiden sich dadurch, daß dann, wenn x, durch 
(56) bestimmt wird, Welle und reflektierte Welle an der 
Stelle 2 =0 dieselbe bzw. entgegengesetzte Phase haben, so 
daß sich (gleichsinnige) Verschiebungen fortgesetzt addieren 
bzw. subtrahieren, ohne daß diese Verschiebungen jedoch an 
dieser Stelle (a =0) (hinsichtlich aller möglichen Röhren- 
längen z,) einen extremen Wert erreichen, während für den 
zuletzt bestimmten Wert von z, [Gleichung (54)] zwar Welle 
und reflektierte Welle an der Stelle Null eine Phasendifferenz 


nach Gleichung (10b)] haben, jedoch ihre superponierten Ver- 
schiebungen extreme Werte annehmen. Es wird also in beiden 
Fällen wie auch für alle Werte 2, die zwischen den durch 
die Gleichungen (40) und (54) bestimmten Werten (z,) liegen, 
die Verschiebung sehr groß baw. sehr klein sein. Wir erhalten 
so gewissermaßen ein bestimmtes Resonanzintervall (ß), dessen 
Breite zunächst um so größer wird, je größer b und |r|, d. h. 
Absorption von Schwingungsenergie und Reflexion sind. Jedoch 
verschwindet der Einfluß der Reflexion zugleich mit b. Da 
in weiten Röhren die Absorption geringer als in engen Röhren 
ist, so wird die Resonanzbreite um so größer, je enger die 
Röhre; mit anderen Worten: Das Maximum der Resonanz 
tritt um so schärfer hervor, je weiter die Röhre ist. Für einen 
bestimmten Wert von b erreicht 8 ein Maximum (derselbe 


ist bestimmt als Wurzel folgender Gleichung 8. Grades: (hör; 

b + (=) b in 

die man aus: aß ot. wire 


erhält) und nimmt dann weiterhin wieder ab, um für b = 
wiederum Null zu werden, während a beständig zunimmt 
und für b=o seinen maximalen Wert A/8 erreicht. Mit 
wachsendem b (und z) nimmt aber die Differenz zwischen 


Big 
| C, ree gin x 
[z, arctg - ı R = arctg 
* COS * 
h 3 
7 


Einfache harmonische Schwingungen der Luft in Röhren usw. 889 


minimaler und maximaler Schwingungsamplitude (J) sehr 
schnell ab. Ausgeprägte Resonanzerscheinungen kann man 
deshalb nur für sehr kleine Werte von b erhalten. ER 3 
In analoger Weise wie für den idealen Grenzfall (b = 0), 
können wir auch allgemein für beliebige Werte von b die 
Beziehung zwischen der Amplitude (A) der schallerregenden 
Tonquelle und der Größe (s) der Verdichtungen der fort- 
schreitenden Luftwelle bestimmen. Wir haben für die fort- 
schreitende Schallwelle in einem bestimmten Zeitmoment (t) 
die Gleichung: 


setzung, daß A sehr klein gegen 2 ist, 
x 


r 
00 [dx +5: fe-™.sinx = dr 
0 0 


0 


sein. Da durch partielle Integration folgt, daB: 


fe dew 
a b 
1 +{ 


ist, so wird: 


a+b 


. sin + 


- br T 
e Cr —— — 
a ab 


Dadurch ist s bestimmt. 


Setzen wir speziell x =4A/2 und daher Ar =2 A, so er- 
halten wir: 


1 


Are 

Ist b =0, so ergibt sich daraus: wöhler 


(55) s=20,:4:" 


| 
| 
i\ 
Qo + sre - — - 
a 
im unter der Voraus- IE 
bz 
gees sin x— + -cos x — 
=) a ab a 
ab 
2.2 ab 
‘ 

x at tat ? 

- i— 

Po 

. 


Diese Gleichung ist identisch mit (33).. 
Als Gleichung der stehenden Welle ergibt sich schließlich: 
4o = Sis,- J, - sinx(t— r), 


wobei: ® 


2a 
J?=4?+B?+0°+ 24 Bcosx— +24C-sin.x— . 


ist. Da J, stets endliche Werte hat, so hängt die schließliche 
Amplitude der Schwingung von dem Verhalten der Reihe: 


Dds =s +8, +5,+... 


ab, wenn s,, S,,... die Amplituden der aufeinander folgenden 
sich superponierenden Wellenziige sind. Es ist aber zu bedenken, 
daß der Absorptionskoeffizient (b) der Schwingungsenergie der 
Luft sicherlich von der Größe dieser Energie und somit von 
s abhängt. Wenn 2s; groß wird, so wird vermutlich auch b 
groß und daher J, klein, so daß auch aus diesem Grunde die 
Amplitude der stehenden Welle einen bestimmten endlichen 
Wert nicht überschreiten könnte. 


_ Die ersten mathematischen Untersuchungen über Luft- 
schwingnngen in Röhren’ sind von D. Bernoulli und L. Euler 
ausgeführt worden. Ihre Theorie stützt sich auf sehr verein- 
fachende Annahmen gegenüber den offenkundig tatsächlichen 
Bedingungen, unter denen die Luftschwingungen in Röhren 
sich befinden. Sie setzen voraus, daß sich ebene Wellen völlig 
ungeschwächt in der Röhre ausbreiteten und am Ende der- 
selben, mochte dieses nun geschlossen oder offen sein, voll- 
kommene Reflexion erfiihren. Die unter diesen Annahmen 
sich ergebenden Resultate stimmten zwar in den allgemeinen 
Zügen mit den Beobachtungen überein. Doch ergaben sich 
einige Folgerungen aus dieser Theorie, die offenkundig mit 
der Wirklichkeit nicht konkruierten. So müßten z. B. nach 
jenen Theorien die durch eine fortwirkende Schallquelle er- 
regten Schwingungen in einer Röhre unendlich groß werden 
und einmal erregt ohne Hemmung nicht mehr erlöschen. Um 
zu erklären, warum dieses nicht zutrifft, hat man verschiedene 
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Hypothesen. aufgestellt. Die naheliegenste und offenbar wahr- _ 
scheinlichste ist zunächst die von Euler, daß die Schwin- 
gungen der Luft sich zum Teil den Wänden der Röhre mit- — 
teilen und dadurch fortgesetzt Energie der ‚schwingenden 
Luftmasse entzogen werde. Eine andere Annahme, im be- 
sonderen für Röhren mit offenen, Enden, machte Poisson, _ 
nämlich die, daß die Verdichtungen an dem offenen Ende 
nicht völlig Null, d. h. also, daß die Reflexion unvollkommen 
sei. Mit Hilfe einer spezielleren Annahme über den Zustand 
der Luft in dem offenen Ende!) hat Poisson die Folgerungen 
seiner Theorie näher verfolgt. Auch den Umstand, daß Röhren 
von bestimmter Länge beim Anblasen einen tieferen Ton er- 
geben, als nach seiner Theorie zu erwarten ist, hat Poisson 


ist dann besonders von Helmholtz dargetan worden. | 
hält zwar an der allgemeinen Grundvoraussetzung Poissons | 
fest, daß die Verdichtüng im offenen Röhrenende nicht Null 

sei, erweist aber die spezielle Annahme Poissons über die 
Größe dieser Verdichtung als unriehtig und sucht seinerseits 
durch sehr tiefgehende und elegante mathematische Über- 
legungen, insbesondere durch Anwendung des Greenschen 
Potentialsatzes, den wirklichen Schwingungszustand im offenen 
Röhrenende zu bestimmen, indem er ganz allgemein von der 
Voraussetzung ausgeht, daß in den tieferen Teilen der Röhre he 
die Wellen eben seien und sich dann beim Übergang in den 
freien Raum allmählich zu Kugelwellen umbildeten. Er sucht 
dadurch auch zu erklären, wärum die Röhrenlänge bei maxi- a 2% 
maler Resonanz geringer ist als eine ungerade Anzahl von be es 
Viertelwellenlängen, und für einige besondere Röhrenformen 
berechnet er die Differenz zwischen reduzierter und wahrer 
Röhrenlänge. 


Diese Überlegungen beschränken sich aber auf Röhren 
mit offenen Enden. Bei beiderseits geschlossenen Röhren 
entbehren sie gänzlich’der Anwendbarkeit. Doch weicht auch _ 


bei diesen die wirkliche Röhrenlänge von einer geraden An- > 
zahl ‚Viertelwellenlängen bei maximaler Resonanz ab. Weiter- Be 
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Abstände von ganzen Vielfachen Halber- bzw. Viertelwellen- 
Jangen. 

Alle diese Erscheinungen habe ich zu erklären versucht, 
indem ich za der Poissonschen Voraussetzung der unvoll- 
kommenen Reflexion noch die Eulersche Annahme der Ab- 
sorption von Schwingungsenergie bei der Ausbreitung hinzu- 
nahm, und zwar habe ich zunächst ganz allgemein in elemen- 
tarer Weise diese beiden Faktoren in Rechnung gesetzt sowohl 
für die Reflexion an „akustisch dünneren‘“ wie an „akustisch 
diehteren“ Medien. Das Ergebnis ist, daß nicht nur die 
Röhrenlänge extremer Resonanz eine Verkürzung oder Ver- 
längerung erfährt, sondern auch jede einzelne Knoten- und 
Bauchfläche eine Verschiebung erleidet. Im Gegensatz zu den 
Helmholtzschen Resultaten wird aber durch unvollkommene 
Reflexion allein weder die Röhre verkürzt, noch werden die 
Knotenflächen verschoben. Der Einfluß der Reflexion ver- 
schwindet vielmehr gänzlich, wenn man ungeschwächte Aus- 
breitung der Schwingungen voraussetzt. Wird nämlich in 
unseren Endgleichungen b =0 gesetzt, so werden sämtliche 
Verschiebungen der Flächen extremer Schwingungen wie auch 
die Reduktion der Röhrenlänge Null. Der eigentlich maß- 
gebende Faktor ist also die Absorption der Schallenergie. 
Nur wenn diese vorhanden ist, erhält auch die Reflexion 
Einfluß auf die Maxima- und Minimabedingungen. 

Die Helmholtzsche Theorie besitzt aber insofern großen 
Wert, als sie den Schwingungszustand (und somit r) im offenen 
Röhrenende — wenigstens für gewisse Röhrenformen und 
unter bestimmten einschränkenden Voraussetzungen — zu 
ermitteln gestattet. Was aber die von ihm daraus abgeleitete 
Verkürzung der Röhrenlänge maximaler Resonanz anbetrifft, 
so ist darüber schon oben (vgl. $ 8) das Notwendige bemerkt 
worden. 


Be, § 10. Staubfiguren. 


In meiner Inaugural-Dissertation!) ist eine Besprechung 
der verschiedenen Theorien über die Entstehung der Staub- 
rippen in Gasen durch Schallbewegung gegeben und dar- 
gelegt, daB alle diese Theorien nicht hinreichen, die beob- 
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achteten Erscheinungen befriedigend zu erklären. Wenn auch 
die Königsche Theorie eine gewisse Wahrscheinlichkeit für 
sich zu haben scheint, so sind doch auch durch sie eine Menge 
der beobachteten Erscheinungen unerklärt geblieben. Ich 
glaube nun in den Untersuchungen von Helmholtz, betitelt: 
„Über atmosphärische Bewegungen‘ !), ein Prinzip gefunden 
zu haben, welches alle die analogen Erscheinungen der Schichten- 
bildung durch bewegte (kompressible) Flüssigkeiten, wie man 
sie vielfach in der Natur beobachten kann, auf dieselbe Ur- 
sache zurückführt, nämlich auf die Wirbelbildung durch Auf- 
rollen innerer Diskontinuitätsflächen in strömenden Flüssig- 
keiten. Es sind das die Erscheinungen der Rippel- und Dünen- 
bildung durch strömendes Wasser und durch Wind, die Er- 
scheinung der streifigen Cirruswolken, der Schichtenbildung 
in Flammen durch Luftströme oder im Inneren tönender 
Luftsäulen?), und der Staubrippenbildung durch die Schall- 
bewegung in Gasen. Die Entstehung der streifigen Cirrus- 
wolken, die Helmholtz in den genannten Arbeiten beschrieben 
und erklärt hat, ist speziell der Bildung der Staubrippen ganz 
analog und erschließt auch das Verständnis ihrer Entstehungs- 
weise. 

Wenn im Innern von strömenden Luftmassen Diskon- 
tinuitätsflächen entstehen, so ist das Gleichgewicht an solchen 
Grenzflächen labil, und daher tritt stets eine Aufrollung der 
Fläche ein, die zur, Vermischung beider Schichten durch 
Wirbel führt. ‚Ist die untere Schicht schwerer, so läßt sich 
zeigen, daß die Störungen zunächst ähnlich den Wasserwogen 
verlaufen müssen, die durch den Wind erregt werden. Der 
Vorgang wird sichtbar durch die gestreiften Cirruswolken, 
welche sich zeigen, wenn an der Grenze der beiden Schichten 
Nebel niedergeschlagen werden können. Wasserwogen, die 
durch den Wind erregt werden, zeigen denselben Vorgang, 
der nur durch den größeren Unterschied der spezifischen Ge- 
wichte gradweise verschieden ist. Bei geringer Differenz der 
spezifischen Gewichte muß der Erfolg Mischung der beiden 
Schiehten mit Wirbelbildung sein. Im Innern solcher Wirbel 
werden die ursprünglich getrennten Luftschichten in immer 


1) Ges. Abhl. 8. p. 289 u. 309. 1895; Sitzungsber. d. Berliner Akad. 

d. Wiss., 31. Mai 1888, p. 647 u. 25. Jul. 1889, p. 761. FR 
2) Vgl. Kundt, Pogg. Ann. 128, p. 337 u. 496. 1866. 
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zahlreichere und: deshalb immer dünner werdende Lagen 
spiralig umeinander gewickelt und ist daher hier durch die 
ungeheuer ausgedehnte Berührungsfläche ein schneller Aus- 
tausch der Temperatur und Ausgleich ihrer Bewegung durch 
Reibung möglich.‘‘1) Soweit Helmholtz in bezug auf atmo- 
sphärische Probleme. Betrachten wir nun speziell den Prozeß 
der Staubschichtenbildung in- Kundtschen Wellenröhren, so 
ist es von vornherein klar, daß diese Erscheinung nieht durch 
einfache - Schwingungen nur längs der Achse der Röhre be- 
dingt sein kann; denn wie sollte eine solche Bewegung den 
Staub überhaupt gegen die Schwere vom Boden der Röhre 
emporheben? Offenbar kann aber auch keine periodische 
Luftschwingung, die gegen die Röhrenachse geneigt ist und 
bald vom Boden nach oben, bald von oben nach dem Boden 
der Röhre zu gerichtet ‘ist, die Ursache der dünnen Staub- 
schichten sein. Vielmehr ist ersichtlich, daß solehe während 
der ganzen Zeit des Tönens wie dünne Lamellen aufwärts- 
gerichtete Staubschichten nur durch einen kontinuierlich vom 
Boden gegen die Achse gerichteten Luftstrom erhalten werden 
können, wie er in Spiralwirbeln besteht, deren Wirbelachse 
horizontal liegt und senkrecht zur Röhrenachse verläuft. 
Was nun die Ursache soleher Wirbelbildung anbetrifft, so 
ist dieselbe, wie gesagt, allgemein durch die Grenzfläche von 
Fiüssigkeits- oder Gasmassen verschiedener Dichte, sogenannte 
Diskontinuitätsflächen, gegeben. Bei der Schallbewegung über 
eine Staubfläche wird diese Differenz der spezifischen Schweren 
durch den Staub veranlaßt. Die unmittelbar über dem Boden 
lagernde Luftschicht erhält durch den zugleich mit ihr in 
Bewegung geratenden Staub größere Masse und spezifische 
Dichte als die darüberliegenden, sich ungehindert bewegenden 
Luftschichten. Damit ist aber der Anlaß zunächst zur Wellen- 
bildung analog den Wasserwogen längs der Grenzfläche beider 
Schichten und sodann, bei hinlänglicher‘ Geschwindigkeit der 
Strömung, auch der Wirbelbildung gegeben. Im Innern der 
entstandenen Wirbel werden dann die ursprünglich getrennten 
Luftschichten in immer zahlreichere und deshalb immer dünnere 
Lagen spiralig umeinander gewickelt.2) Die einzelnen auf- 


1) H. Helmholtz, Ges. Abh. 8. p. 287. 1895; Verh. d. Physik. 
Ges. 22. Oktober 1886. p. 96.00 
2) H. Helmholtz, 1. c. 
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steigenden Schichten dieser Wirbel führen den Staub mit bis 
zu einer von seiner Schwer& abhängigen Höhe empor und 
erzeugen dadurch die stehenden Staubschichten. Wie aber 
in den Bäuchen der stehenden Welle die Strömungsgeschwindig- 
keit der Luft vom Bauch nach den Knoten zu abnimmt, sa 
nimmt auch die Größe und Intensität der Wirbel und damit 
die Höhe und Breite der Staubschichten vom : Bauch nach 
den Knoten zu ab. Bei hinlänglicher Intensität des Vorganges 
tritt eine dem Branden und Verspritzen der Wasserteilchen 
in den Schaumkämmen der Wasserwogen entsprechende Er- 
scheinung auf, wie sie z. B. von E. K. Schmidt!) be- 
schrieben ist. 


Indem weiterhin durch die gegenseitige Einwirkung der 
einzelnen Wirbel aufeinander eine Fortbewegung der Wirbel 
senkrecht zur Wirbelachse eintreten kann, ganz analog dem 
Fortschreiten der Wellen auf einer Wasserfläche, wobei der 
„aufgewirbelte‘“ Staub natürlich mitgeführt wird, so ‚wandern 
bei stehenden Wellen die einzelnen Staubschichten von den 
Bäuchen zu den Knoten. Die innige Vermischung der ver- 
schiedenen Luftschichten durch die Wirbel führt zu einem 
schnellen Ausgleich von Geschwindigkeits- und Temperatur- 
differenzen, der also nicht sowohl durch den äußerst geringen 
Einfluß der inneren Reibung und Wärmeleitung, sondern 
vielmehr durch Konvektion bedingt ist. 


Die sehr “schwierige mathematische Untersuchung dieses 
Problems beschränkt sich auch bei Helmholtz auf stationäre 
Wellen. Aus den aufgestellten Differentialgleichungen folgert 
er auf Grund des „Prinzips der mechanischen Ähnlichkeit‘, 
daß die Größen: 

b,? 1 


. und: 
l-o n d; 


stets unverändert bleiben müssen, wo b, und b, bzw. 
die Geschwindigkeiten der beiden Luftschichten von ver- 
schiedener Dichte, n- die Vergrößerung der linearen Dimen- 
sionen durch Änderung von b oder o, und o das Verhält- 
nis s,/s, der Diehten beider Luftschichten ist. Daraus kann 
man schließen, daß: 
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1. bei konstantem o = s,/s, sich die linearen Dimensionen 
der Welle mit dem Quadrat der relativen Geschwindigkeit 
beider Schichten ändern; 

2. bei konstanter Wellenlänge (n = konst.) sich b, wie 
Vijo — I und b, wie Y1 —o ändern muß; 

3. bei konstanter Geschwindigkeit b, sich b, wie 1/Yo 
und mithin die relative Geschwindigkeit beider Schichten wie 
V 1/o —1 und die linearen Dimensionen der Welle wie 1/(1— o) 
ändern. 


Nehmen wir nun an, daß sich diese Ergebnisse, obwohl 
sie zunächst nur für stationäre Wellen bei inkompressiblen 
Flüssigkeiten gelten, wegen der Analogie und inneren Ver- 
wandtschaft der Erscheinungen ihrer qualitativen Seite nach 
auch auf die Vorgänge der Schallsehwingungen über einer 
Staubfläche übertragen lassen, so würde das folgendes be- 
sagen: Da die Geschwindigkeit der Luftströmungen beim 
Schalleitungsvorgang proportional der Amplitude der Schwin- 
gung ist, so würde also: 

1. bei unverändertem Verhältnis der Dichten beider Luft- 
schichten, d. h. bei unveränderter Menge desselben Pulvers, 
die Länge der Staubwellen — der Abstand der Rippen — 
direkt proportional dem Quadrat der relativen Geschwindig- 
keit beider Luftschichten zunehmen; 


2. bei konstanter Amplitude der Schwingung würde sich 
der Abstand der Rippen indirekt proportional: 1 — o=(s, —s,)/s,, 
oder bei konstanter Dichte des schwingenden Gases mit der 
Staubmenge und dem spezifischen Gewichte des Staubes 
ändern. Die direkten Beobachtungen stimmen hiermit völlig 
überein.!) 

Weiterhin ergibt -die Theorie nach Helmholtz, daß 
Wind derselben Stärke Wellen von verschiedener Wellen- 
länge und Fortpflanzungsgeschwindigkeit erregen kann, wo- 
durch Interferenzen zwischen den Wellen zustande kommen 
und sich abwechselnd höhere und niedere Wellenberge folgen, 
wie bei den Staubrippen große und kleine abwechseln. Dieser 
Vorgang muß zudem sehr begünstigt werden, wenn außer den 
Schwingungen eines einfachen Tones noch sekundäre Schwin- 
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0.1) Vgl. meine Bonner Dissertation, Leipzig 1915, 1. c. p. 45. 


n gungen von Oberténen vorhanden sind, die infolge ihrer ge- 

t ringeren Amplitude kleinere Wellen und somit kleinere Staub- 
rippen erzeugen. Dieses bestätigt die Beobachtung Kundts, 

e daß kleinere Rippen zwischen den größeren namentlich dann 
auftreten, wenn außer dem Grundton noch ein Oberton 

; schwach mittönt. 

6 Auf diese Weise erklären sich meiner Ansicht nach die 

) Erscheinungen der Staubrippenbildung bei weitem vollkom- 
mener, einfacher und verständlicher als nach der Theorie 

1 von W. König auf Grund von hydrodynamischen Anziehungs- 

: und Abstoßungskräften. Vor allem findet auch das Wandern 

der Rippen und das Abwechseln von großen und kleinen Rippen 

° eine ganz ungezwungene Erklärung. Ja, man könnte aus den 

4 Ergebnissen der Helmholtzschen Untersuchungen, die sich — 

a doch zunächst und eigentlich auf einen ganz anderen Gegen- _ 

i stand beziehen, alle diese Erscheinungen als notwendig vor- 

aussagen, wenn sie noch nicht beobachtet wären. suite: 
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2. Eine Methode für kombinierte e i 

von Peltierwärme und Wdrmeleitfihigkeit; 


1. Das Prinzip der Methode. 


Im folgenden wird eine Anordnung fiir KR von 
Peltierwärme und Wärmeleitfähigkeit angegeben, die besonders 
für relative Messungen sehr geeignet sein dürfte. Ein Vorteil 
gegenüber den meisten früheren, die das Meßmaterial in der 
Form von Drähten oder größeren Stäben erfordern, ist es, 
daß kleine Stäbe gut verwendet werden können. 


Fig. 1 gibt das Schema der Anordnung. Hier bedeuten 
A und A’ zwei gleiche Stücke eines gut leitenden Metalles, 
zwischen denen der zu untersuchende Stab X befestigt ist. 
Zu A und 4’ leiten die Drähte J, II und I’, II’ aus den 
Metallen J und II. Auftretende Temperaturdifferenzen 
zwischen A und 4A’ .werden durch das Thermoelement Th 
gemessen. Das Ganze ist in einem Metallgefäße G von kon- 
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stanter Temperatur T° eingeschlossen. Der Einfachheit halber 
nehmen wir an, daß der Apparat nach beiden Seiten hin 
völlig symmetrisch ist und daß die Wärmekapazitäten der 
Drähte gegenüber denen der Metallstücke A und A’ vernach- 
lässigt werden können. 


Wird ein elektrischer Strom z. B. von I über A, X, 4’ 
nach I’ geleitet, so wird in dem Apparat teils eine Joule- 
wärme, die wir aber ganz vernachlässigen können, da sie, 
wie wir später zeigen wollen, die Temperaturen der beiden 
Stücke A und A’ gleichmäßig erhöht und somit das Thermo- 
element nicht beeinflußt, teils eine Peltierwärme, die die 
Temperatur des einen Metallstiickes um r® erhöht, die des 
anderen ebenso viel vermindert. Wir DEE: 


t Zeit nach dem Alm 

II Peltierkoeffizient der Kombination bei mo, 

Il, ” II-X ” 
(II, II, "und IT, ponitiv für Strom von J nach JJ bzw. I nach X 

on II nach X). 
t Temperaturerhöhung. 
A= a2r Galvanometerausschlag. 


a Empfindlichkeit der Kombination von Thermoelement und Galvano- 
meter. 


© = A/s auf Einheit der Stromstärke reduzierter Galvanometerausschlag. 
w Wärmeleitung, der Meßstab pro Grad Temperaturdifferenz. 


U Wärmeleitung pro Grad Temperaturdifferenz von A oder A’ zum 
Gefäß über Zuleitungsdrähte und Isolatoren, durch die Luft usw. 
Q Wärmeleitung zwischen A und J’. 


=U+2Q. 
W=U+2Q+ 2w= 20 + 2w; 


Leiten wir einen Strom über J X I’, so wird in der Zeit 
dt A N die m ärmemenge 


I, s at, (2) 


von A aufgenommen die Wärmemenge ER site 
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Urdt + QQrdt + w2rdt 
was wenigstens näherungsweise für kleine 1 gilt. Es 
Wir haben also 


Die Integration gibt unter Berücksichtigung, daß für 
t =0, auch r 0 ist, 


(1) 
oder 


2. Kombinierte Bestimmung von Peltierwärme und Wärme- 
leitfähigkeit aus Endzuständen. 


as Für kombinierte Messung von Peltierwärme und Wärme- 
leitfähigkeit besonders geeignet ist das folgende Verfahren, 
bei dem wir uns des Endzustandes bedienen, der dann ein- 
tritt, wenn ein konstanter Strom längere Zeit hindurch den 
Apparat ec hat. Aus (1’) ergibt sich für T=w 


Wir leiten den Strom zuerst über IX I’ und erhalten 
den auf die Einheit der Stromstärke reduzierten Endaus- 
schlag ©,. Zweitens geht der Strom über IIX II’, der End- 
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ausschlag sei ©,. Zuletzt nehmen wir den Versuchsdraht X 
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weg und leiten den Strom über J II II’ I’, wobei der End- 
zustand durch ©, gegeben sei. Wir haben dann die Relationen: 


(3”) 
Hierzu wissen wir noch, daß ; ken“ Ak 
ist. 
Die vier Gleichungen ergeben wr 
| 
(6) =a-l]. (5 .) 
9, 


©,, 9, und ©, sind mit ihren Zeichen zu nehmen. ©, ist 
eine Apparatkonstante und kann für eine gegebene Temperatur 
ein für allemal ermittelt werden. Es genügt somit, für jeden 
untersuchten Metallstab die zwei reduzierten Endausschlige _ 
0, und ©, am Galvanometer zu messen, um sowohl den 
Peltierkoeffizient wie das Wärmeleitvermögen des Stabes in 
relativem Maße zu bekommen. Da in Gleichung (5) und (6) 
IT und a von der Temperarur abhängig sind, sind die An- 
gaben für verschiedene Metalle nur bei derselben Temperatur 
vergleichbar. Um das spezifische Wärmeleitvermögen zu be- 
kommen, muß man natürlich die Dimensionen der Stäbe auf- — 
messen. 


Um absolute Werte zu bekommen, muß man noch die in 
Gleichung (5) und (6) auftretenden Größen JJ und a für jede 
Versuchstemperatur kennen. 


IT ist, wie gesagt, der gegenseitige Peltierkoeffizient der 
beiden Zuleitungsdrähte. Er kann entweder direkt an diesen 
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Drähten nach. irgendeiner absoluten Methode bestimmt werden 
oder man kann auch die Anordnung mit zwei anderen 
Drähten, deren gegenseitige Peltierwärme bekannt ist, kali- 
brieren. 

a, die Empfindlichkeit der Temperaturmeßvorrichtung, 
wird bekannt durch Messung der Thermokraft der benutzten 
Drähte, der Empfindlichkeit des Galvanometers und des 
Widerstandes im Kreise. 

Eine dritte Möglichkeit ist es, statt einer der Größen 
II oder a die Wärmeleitung ® zu bestimmen, die mit J 
und a durch die Gleichung (8’’) verbunden ist. Um @ zu 
erhalten, kann man die Anordnung mit einem Drahte be- 
kannter Wärmeleitung w kalibrieren, denn aus (8) bis (4) 
erhalten wir: 


ons 9, - 
(7) 5 +O,” 


Es sei hier si hervorgehoben, daß der elektrische Wider- 
stand des Meßstabes leicht in dem beschriebenen Apparate 
gemessen werden kann, wenn man z. B. zu I und I’ einen 
Stromkreis mit Amperemeter, zu II und II’ ein Millivoltmeter 
anknüpft. Dadurch kann das Verhältnis der Wärmeleitfähig- 
keit zur elektrischen Leitfähigkeit ermittelt werden. Dieses 
Leitverhältnis kann um so genauer bestimmt werden, als es 
die Aufmessung der Stabdimensionen nicht voraussetzt. 


% 8. Alternatives Verfahren für die Peltierwärme. 


Gilt es nur eine Messung der Peltierwärme, so führt es 
schneller und sicherer zum Ziele, die Ausschläge zu beliebigen 
Zeiten nach dem Stromschluß zu beobachten und zu ver- 
gleichen, statt die Endzustände zu erwarten. Leitet man 
nämlich den Strom einmal durch die Zuleitungsdrähte I J’, 
dann durch JI II’, so haben wir nach Gleichung (1”) für 
die reduzierten Ausschläge 
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Die Zeitfunktion ist - beide Fälle dieselbe, wofür 


q 


n wo sich ©, und ©, auf gleiche Zeiten nach dem Stromschlusse 
beziehen. 
Man könnte wohl auch gleichzeitig über I X I’ und 
t) II X II’ Ströme von verschiedenen Stromquellen senden, die B 

so abgepaßt sind, daß sich ihre Peltierwärmen eben kompen- = 


sieren. Jedoch hat diese umständlichere Methode keinen Vor- ae 
teil, da die Méglichkeiten des Galvanometers als Nullinstrument x 
schlechter ausgenutzt werden, als wenn wir nach der hier be- — 
r- schriebenen Methode einen Mittelwert fiir mehrere Ablesungen 
te zu verschiedenen Zeiten nach dem Stromschluß nehmen. 


T 4. Einfluß der Joulewärme und des Thomsoneffektes auf die 
Messungen. 

eS In der früheren Entwicklung haben wir die Einwirkung 
8 der Joule- und Thomsonwärmen vernachlässigt, um dadurch 


größere Ubersichtlichkeit der Darstellung zu gewinnen. Jetzt 
muß aber auch gezeigt werden, inwieweit dies berechtigt ist. 
Wir wollen aber zugleich als Resultat der folgenden Unterr 
suchung mitteilen, daß jeder merkliche Einfluß der genannten 
Effekte leicht vermieden werden kann. 

- Ein Leitungsdraht habe für ein Zentimeter seiner Länge - 


af die Wärmeleitfähigkeit k und den elektrischen Widerstand m. | 

» Sein Thomsonkoeffizient sei o. Dann ist bei stationärer 

the Strömung der Elektrizität und der Wärme, unter Voraus- Phos : 
setzung, daß die äußere Wärmeleitung zu versäumen ist, die 


Verteilung der Temperatur r in der Längsrichtung x gegeben 
durch 
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setzen, ergibt eine erste Integration ee He 
(8) (se), + este) + ms z=(. 


Wir sehen beiläufig von der Thomsonwärme, die die 
Temperaturverteilung nur sehr wenig beeinflußt, ab, und 
werden erst nachträglich die daraus herrührende Korrektion 
diskutieren. Die Gleichung (8) wird dann 


und eine zweite Integration gibt 3 av 
2 
(10) kr alr, + ($5), | + msx?=0. 


Wir wollen dann den Gleichgewichtszustand unserer An- 
ordnung (Fig. 1) berechnen, wenn ein elektrischer Strom s 
z. B. über I XI’ fließt. Wir führen die folgenden Bezeich- 
nungen ein. Die Gleichgewichtstemperaturen an A und 4’ 
relativ zum Gefäße sind t und r’. Die Temperaturen an den 
Enden der Drähte J, X und I’ sind also 0 und 7, r und 17’, 
vt’ und 0. Die Temperaturgefälle (dr/dx) an den entsprechenden 
Enden seien in Ordnung a, b, c, d, e und f und werden in 
der Stromrichtung positiv gerechnet. k, m und | sind Wärme- 
leitung pro Zentimeter, Widerstand pro Zentimeter und Länge 
vonX. K, M und L sind dieselben Größen für die gleichen 
Drähte I und I’. Die in der Zeiteinheit entwickelte Peltier- 
wärme ist an A wie früher J/,s, an A’ — J], s. 


Die Wärmeableitung pro Grad Temperaturdifferenz von 
A (bzw. A’) zum Gefäß auf allen anderen Wegen als über 
I (baw. I’) sei P. Die Wärmeleitung zwischen A und 4’ 
auf anderen Wegen als über X sei Q. Das Gleichgewicht an 
den drei Drähten gibt dann gemäß Gleichung (9) 


k@—c)+mie 


und gemäß Gleichung (10) 
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k(r’ —t)—khle 
e — Kr =0. 


Das Temperaturgleichgewicht an A und A’ gibt uns dazu 
noch zwei Gleichungen: 


ILs— Pe — Q(t Kö+ke=0, 
—I,s— Pr + Ke—-hd=0, 


Aus Gleichung (11) und (12) können wir die Größen a, b, c, 
d, e und f berechnen und durch Einsetzen in Gleichung a 
t und 7’ erhalten. In Übereinstimmung mit den Bezeich- 
nungen des ‚ ersten Abschnittes setzen wir 


und bekominen 


7 (14) | 
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daraus wie früher [vgl. Gleichung 


Die Joulewärme macht hier keine ledams, 


Wir gehen dann zur Einwirkung der Thomsonwärme 
über. Sind die Widerstände der Drähte und auch die Strom- 
stärke verhältnismäßig klein, so überwiegen in Gleichung (14) 
die ersten Glieder, t und tr’ werden einander beinahe gleich, 


Methode für kombinierte Messung von Peltierwärme. 405 
- 
$ 
- 
| 
5 Für die gemessene Temperaturdifferenz zwischen A und 4’ ST 
erhalten wir den Ausdruck 
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aber von ahaa Zeichen, und die Temperatur- 
gefälle der Drähte werden fast linear. Die Thomsonwärmen 
in I und I’ bekommen dann dasselbe Zeichen und dieselbe 
Größe und üben wie die Thomsonwärme in X auf t’ —r 
keinen Einfluß aus. Überwiegen dagegen die letzten Glieder, 
so bekommen t und r’ dieselben, die Thomsonwärmen in den 
Zuleitungsdrähten entgegengesetzte Zeichen. Ein Teil dieser 
Thomsonwärmen aadiert sich zu der gemessenen Peltierwärme, 
Die hierdurch entstehende Korrektion ist recht schwer genau 
zu berechnen. Sie kann aber leicht, wie wir später an einem 
Messungsbeispiel zeigen wollen, sehr klein gehalten werden. 


4 


| 5. Apparate. tr ai, 


Die Methode ist experimentell an einem Apparate (Fig. 9) 
geprüft worden, der besonders für kleine Stäbe berechnet war. 
Die Stücke A und A’ sind aus Kupfer. Jedes besteht aus 


Fig. 2. 


einem zylindrischen Stab, an dem die Thermoelemente an- 
gebracht sind, und einem Endstück für die Befestigung der 
Meß- und Zuleitungsdrähte. Der Wärmeschutz nach außen 
wird durch ein Messinggefäß besorgt, das eventuell in einem 
Thermostat eingesetzt werden kann. 

Eine wohldefinierte, stabile Wärmeableitung von A und 
A’ wird in folgender Weise erreicht. Unten am Deckel des 
Gefäßes ist ein großes quadratisches Kupferstück von be- 
deutender Wärmekapazität befestigt, das für die vier Drähte 
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I III’ II’ je eine durch dünnen Glimmer isoliert angebrachte 

“2 Kupferscheibe trägt. Von diesen leiten dann Drähte weiter 

be durch den Deckel nach außen zu den Klemmschrauben. = 
Tt Diese äußeren Drähte sind, um störende Peltierwirkungen zu 

T, vermeiden, von demselben Material wie die entsprechenden 

0 inneren. In dem großen Kupferstück sind auch zwei die 
er Wärmekapazitäten A und 4’ tragenden Isolatoren aus Vulkan- _ 
e. fiber befestigt, deren Form rücksichtlich ein Herabsetzen der _ oa 
u Wärmeleitung passend gewählt ist. Mid 
m 


Die Zuleitungsdrähte bestehen aus 0,4mm käuflichkem — 
Kupferdraht und 1,0 mm Konstantandraht. Diese Kombi- _ 
nation liefert eine recht große Peltierwärme, was für de 
Genauigkeit der Messungen notwendig ist. is 
2) Die Temperaturmessung geschieht durch sechs nachein- _ 
r. ander geschaltete Thermopaare aus 0,1 mm Kupfer- und 
IS 0,2 mm Konstantandrähte. Diese sind an den Enden kleiner 
Stücke aus 1 mm Kupferdraht angelötet, welche in Durch- 
bohrungen der Kupfereylinder hineingesteekt und davon durch 
Seidenumspinnung und etwas dünnen Emaillack isoliert sind. _ 


Der Apparat ist zunächst für die Messung kleiner Stäbe 
konstruiert worden, die zwischen den Kupferstücken eine 
Länge von ungefähr 1,7 em bekommen. Weiche Drähte können 
natürlich geeignet gebogen in beliebigen Längen untersucht 
werden. 


6. Experimentelle Prüfung der Methode, 


Daß die theoretischen Bedingungen mit der eben be- ra 
schriebenen Anordnung auch hinreichend gut erfüllt sind, | 
_werde ich an einigen Messungsbeispielen zeigen. 


= Strom positiv 


Das Schaltungsschema wird in Fig. 8 gegeben. Der | a er 


Strom geht vom Akkumulator E über Regulierwiderstand — 
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und Amperemeter nach einem Stromwender W,, der ihn erst 
in der einen, dann in der anderen Richtung durch den Apparat 
schickt. Durch Mittelbildung über beide Richtungen werden 
etwaige Verschiedenheiten der Joulewärme eliminiert. Die 
Temperaturdifferenzen der Wärmekapazitäten werden mit 
Hilfe der Thermoelemente als Ausschläge einem empfind- 
lichen Drehspulgalvanometer G abgelesen. In der Galvano- 
meterleitung ist ein zweiter Stromwender W, eingesetzt, so 
daß Ablesungen nach beiden Seiten hin ausgeführt werden 
können. Dieser Stromwender ist, um Thermokräfte zu ver- 
meiden, ganz aus Kupfer verfertigt. 

Ich teile zuerst (Tab. 1) die Resultate einer nach dem 
in Abschnitt 2 gegebenen Schema ausgeführten kombinierten 
Bestimmung von Peltierwärme und Wärmeleitfähigkeit mit. 
Das Untersuchungsmaterial war ein 1,2 mm starker Zinn- 
draht, der in drei Stücken von verschiedener Länge unter- 
sucht wurde. Nach dem Stromschluß wurde immer etwa 
eine halbe Stunde gewartet oder so lange, bis sich die 
Galvanometerausschläge nicht mehr änderten, und dann diese 
Ausschläge nach beiden Seiten hin abgelesen. 


Die kupfernen Zuleitungsdrähte werden mit I und I’, 
die aus Konstantan mit JJ und II’ bezeichnet. Der Strom 
wird positiv gerechnet, wenn er über J oder II in den 
Apparat hineintritt. Die positive Richtung der Galvanometer- 
ausschläge ist ein für allemal gutdünklich festgestellt. Bei 
der Berechnung der ©-Werte ist auf unendlich kleine Bogen 
reduziert worden. 

Für jeden Draht ist teils nach Gleichung (5) die Peltier- 
wärme gegen Kupfer relativ zur Peltierwärme Kupfer—Kon- 
stantan berechnet, d. h. 


teils auch nach Gleichung (6) das Wärmeleitvermögen des 
Zinndrahtes pro Zentimeter in relativem AB 


Beide Ausdrücke zeigen für die drei Drähte genügende Über- 
einstimmung. Der mittlere Fehler von /7,/IT beträgt 0,0012, 
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Vorausgesetzt, daß JJ bekannt wäre, würde JJ, in dieser Weise, 
5 er da JJ (Kupfer-Konstantan bei 18°) zu etwa 2 Millikalorien 
pro Coulomb zu setzen ist, bis auf etwa 2 Mikrokalorien pro 
Coulomb bestimmt sein. Der mittlere Fehler der Wärme- 
leitfähigkeitsbestimmung ist 0,7 Proz. und liegt innerhalb der 
Grenzen der Fehler bei der Längenmessung. 


Ich gebe auch (Tab. 2) ein Beispiel einer Messung der 
relativen Peltierwärme für denselben Zinndraht nach der 
Methode des 8. Abschnittes. Die Galvanometerausschläge 
wurden jede halbe Minute observiert, die erste Observation 
2 Minuten nach dem Stromschluß vorgenommen. Vor dem 
Stromschluß wurden durch Umlegen des Stromwenders W, 
kontrolliert, daß alle früheren thermischen Störungen ver- 
schwunden waren. Während der Messungen war dieser Strom- 
wender immer in derselben Lage gehalten. Die Uberein- 
stimmung der mittleren Nullpunkte der zwei Versuchsreihen 
zeigt die Stabilität der Anordnung. 


Es ist in den Werten von Ale 
6, = 9, wi 2 


kein zeitlicher Gang zu spiiren. Auch stimmt der Mittelwert 
0,07886+0,00016 
gut mit dem bei sehr größen Zeiten (Tab. 1) erhaltenen 


0,0736 + 0,0012 


überein, nur ist die Methode der beliebigen Zeiten sicherer 
und bequemer. 


Obiges zeigt, wie die Zeitfunktion wirklich von der Weise 
der Wärmeentwicklung unabhängig ist. Weiter habe ich auch 
mehrmals Gelegenheit gehabt, zu konstatieren, daß die Pro- 
portionalität der Ausschläge mit der Stromstärke (bei nicht 
allzu kleinen Stromstärken) erfüllt ist und dies sowohl für 
kleinere wie größere Zeiten nach dem Stromschluß. Die nötigen 
früher theoretisch abgeleiteten Bedingungen für die Anwend- 
barkeit der Methode sind damit auch experimentell bestätigt 
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7. Besprechung der Apparatkonstanten. 


| Um die Wirkungsweise des beschriebenen Apparates zu 
_ erläutern, wollen wir seine Konstanten J7, a und 2@ näherungs- 
weise berechnen. 


RER Die Peltierwärme der Kombination von Kupfer- und 
td Konstantandrähten finden wir aus Tabellen zu etwa 

II =2,2.10-3 Kal./Coul. 


‘Die Warmeableitung 2@ kénnen wir aus Gleichung (7) 
und den Angaben der Tab. 1 berechnen, wenn wir noch einen 
Wert für die Wärmeleitfähigkeit w eines Versuchsdrahtes 
kennen. Wir nehmen als Beispiel den 1,72 cm langen und 
1,2 mm dicken Zinndraht, dessen spezifische Wärmeleitfähig- 
keit wir näherungsweise zu 0,15 setzen wollen und finden 


= 0,0084 Kal./Grad-Sek. 


Aus Gleichung (3) ergibt sich dann die Empfindlichkeit der 
Kombination von Thermoelement und Galvanometer zu etwa 


a = 1% cm/Grad 


für doppelten Ausschlag bei einem Skalenabstand von 117 cm. 

Nur ein kleiner Teil dieser Wärmeableitung 2® rührt 
von den metallischen Zuleitungsdrähten her. Das meiste 
kommt auf Kosten der Leitung der Isolatoren und des Wärme- 
austausches durch die Luft. 

Die Stabilität würde vielleicht daran gewinnen, wenn die 
Wärmeableitung mehr ‚‚metallisch‘ wäre. Jedoch ist die 
Größe von 2@ recht passend. Die Wärmeableitung darf 
nämlich nicht zu groß, aber auch nicht zu klein sein. Ein 
zu großer Wert von 2® macht die Genauigkeit der Be- 
stimmung von w zu klein, vgl. Gleichung (3). Andererseits 
macht eine zu kleine Wärmeableitung, vgl. Gleichung (1), die 
zur Erreichung des Endzustandes nötige Zeit unbequem lang. 

Wir können diese Zeit leicht berechnen. Sie hängt vom 
Verhältnis W/C ab und wächst, wenn diese Größe kleiner 
wird. Wir nehmen den schlimmsten Fall, eine Bestimmung 
von ©, wo der Versuchsdraht also fehlt und die Wärme- 
ableitung W am kleinsten oder gleich 2® ist. Die Wärme- 
kapazität von A und A’ ist die von etwa 25 g Kupfer 
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oder 2,4 Kal./Grad. In guter Übereinstimmung mit den 
Beobachtungen finden wir, daß der Endausschlag nach 
23 Minuten bis auf !/,o und nach 86 Minuten bis auf 
000 erreicht ist. 

Wir machen auch eine Überschlagsberechnung der Tem- 
peraturverteilung und des Einflusses des Thomsoneffektes bei 
einer Messung und nehmen als Beispiel die Bestimmung von 
©, bei dem 1,72 cm langen Zinndrahte in Tab. 1. 

Die Gleichgewichtstemperaturen ergeben sich gemäß 
Gleichung (14) unter Benutzung der mitgeteilten Dimensions- 
größen für die Zuleitungsdrähte und häufigen Werte ihrer 
spezifischen Widerstände und wenn wir, was zwar nicht ganz 
zutreffend sein dürfte, der Einfachheit halber Q bei Seite 
von @ versäumen, zu 


4 


t =0,16° und 7’ =0,30° 


Die Thomsonwärme im Zinndrahte hat für die Differenz 
von t und 7’ nichts zu bedeuten. Der Thomsoneffekt im Kon- 
stantan ist aber besonders groß oder etwa 5.10% Kal./Coul.- 
Grad. Die genannten pro Sekunde in den Konstantan- 
drähten entwickelten Thomsonwärmen sind etwa 0,3 bzw. 
0,5 Mikrokalorien. Von ihnen wird etwa die Hälfte den 
Wärmekapazitäten A und A’ zugeleitet und haben eine 
scheinbare Vergrößerung der gemessenen Peltiereffekte um 
etwa 0,03 Proz. zur Folge. Diese Korrektion ist aber kleiner 
als der mittlere Fehler, wie dieser aus Tab. 1 hervorgeht. 


Zusammenfassung. 


In vorliegender Schrift wird theoretisch und experimentell 
eine Anordnung untersucht, mit der die folgenden Messungen 
ausgeführt werden können: 

1. An kleinen Metallstäben oder Drähten können die 
gegenseitigen Peltiereffekte bei gleicher Temperatur leicht 
verglichen werden. 

2. Ebenso können an kleinen Stäben die Wärmeleitfähig- 
keiten oder nach Bestimmung ihrer Dimensionen die spezi- 
fischen Wärmeleitfähigkeiten verglichen werden. 

3. Die Peltierwärme und die Wärmeleitfähigkeit werden 
in absolutem Maße erhalten, wenn man nur zur Kalibrierung 
Annalen der Physik. IV. Folge. 52. 27 
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des Apparates den gegenseitigen Peltiereffekt zweier Metall- 
drähte und die Wärmeleitung eines Drahtes kennt oder statt 
einer dieser Größen die Empfindlichkeit der Temperaturmeb- 
vorrichtung bestimmt. 


4. Die Anordnung ist auch besonders geeignet fiir die 
Messung des Leitverhältnisses. 


x x ee Lund, Phys. Inst. d. Univ., Januar 1917. 


(Eingegangen 24. Januar 1917.) 
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Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Gravitation; 


von Paul Gerber 


I. 


Im 43. Bande der Zeitschrift für Mathematik und Physik 
auf p. 93-—104 habe ich gezeigt: Wenn man annimmt, die 
bisher unerklärte Bewegung des Perihels der Merkursbahn 
von 41” in eınem Jahrhundert rühre von einem Zeitverbrauch 
bei der räumliehen Ausbreitung der Gravitation her, so ergibt 
sich für ihn ein Wert, der gleich der Geschwindigkeit des 
Lichtes, der Wärmestrahlen und der elektrischen Wellen ist. 
Man beachte, was sich hierin durch Rechnung und Beob- 
achtung wirklich beweisen läßt, und was zunächst ohne Nach- 
weis vorausgesetzt wird. Besteht die Gravitation zwischen 
zwei Massen in einer Wirkung, die sich mit Zeitverlust von 
der ersten auf die zweite und umgekehrt überträgt, dann 
findet man, daß dadurch ein Fortrücken des Perihels eines 
Planeten hervorgebracht werden muß. Aber man kann nicht 
beweisen, daß der aus keinerlei Störungen abzuleitende Be- 
trag der Perihelbewegung des Merkur keinen anderen Ur- 
sprung als den angenommenen Zeitverlust habe. Ergäbe die 


1) Diese Arbeit Gerbers ist als Programmabhandlung des städti- 
schen Realgymnasiums zu Stargard i. Pomm. 1902 veröffentlicht worden, 
nachdem eine gekürzte Darstellung ihres Inhalts in der Zeitschrift für 
Mathematik und Physik 43. p. 93—104 im Jahre 1898 erschienen war. Mit 
dem Neudruck der schwer zugänglichen Programmabhandlung in den 
Annalen wird einem Wunsche entsprochen, der mir von verschiedenen Seiten 
anläßlich meines Artikels in diesen Annalen, Bd. 51, p. 119—124. 1916 
geäußert worden ist. — Gerber stellt eine Beziehung zwischen der Licht- 
geschwindigkeit und der Gravitation her und vermag die Perihelbewegung 
des Merkur quantitativ zu erklären. Ob und wie sich die Theorie Gerbers 
mit den bekannten elektromagnetischen Grundgleichungen zu einer ein- 
heitlichen Theorie verschmelzen läßt, ist eine schwierige Frage, die noch 
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Voraussetzung dieses Ursprunges einen vo 

digkeit verschiedenen Wert für die fragliche Ausbreitungszeit, 
so wäre daher dies von keinem weiteren Belang. Erst die 
Übereinstimmung beider Geschwindigkeiten rechtfertigt jene 
Voraussetzung und dadurch die Vorstellung von einer end- 
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation. 

Aber gerade diese Übereinstimmung ist nicht bloß das 
Neue, sondern auch das Unerwartete meiner Ableitung. Denn 
so sehr man von vornherein glaubte, die Geschwindigkeit 
der Gravitation würde sich gleich der Lichtgeschwindigkeit 
offenbaren, haben doch alle früheren exakten Versuche, sie 
zu bestimmen, zu einem anderen, meist viel größeren Werte 
geführt; so daß es zum Teil sogar den Anschein gewann, als 
gäbe es überhaupt keinen Zeitverlust beim Zustandekommen 
der anziehenden Kräfte zwischen den Massen. Schon Mach 
hat in der vierten Auflage seines berühmten Werkes über die 
Mechanik in ihrer Entwicklung auf den Gegensatz zwischen 
meiner und den älteren Untersuchungen aufmerksam gc macht. 


= Woran liegt es nun, daß auf einmal das seit lange so unwahr- 
cos scheinliche Resultat erhalten wird? Ich habe in meiner Ab- 
Pr Br handlung die Antwort darauf nur in ganz flüchtiger Andeutung 
eh =; gegeben, um weitläufige methodische und ähnliche Erörterungen 
apes za vermeiden. Man wird mir indes wohl recht geben, wenn ich 
Biase eine ausführlichere Rechenschaft nach dieser Seite hin für er- 
forderlich halte. 


Folgendes muß vor allem bedacht werden. Nachdem ver- 


Rhee schiedene Ermittelungen der Gravitationsgeschwindigkeit so 
8 

et . verschiedene Ergebnisse geliefert haben, daß die gefundenen 
be fs Zahlenwerte zwischen drei Fünfteln und zehn Millionen der 


Liehtgesehwindigkeit schwanken, muß man vermuten, daß 
nicht der Verlauf der Rechnungen oder die Wahl der Beob- 
achtungen, sondern die zugrunde gelegten Annahmen die 
großen Unterschiede verursacht haben. Dies wird sich auch 
in der Folge bestätigen. Jedenfalls ist es voreilig, jenen Er- 
gebnissen astronomische Sicherheit zuzuschreiben, wie zü- 
weilen geschieht. Nachdem meine Untersuchung gezeigt hat, 

daß gewisse Vorstellungen über den Zeitverbrauch bei der 
_ Ausbreitung der Gravitation zu dem Werte der Lichtgeschwin- 
digkeit führen, kommt es daher nicht in erster Linie in Be- 
tracht, ob sich die Geschwindigkeit der Gravitation an den 
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Planetenbewegungen, am Umlauf des Mondes oder an anderen 
kosmischen Vorgängen verrät, sondern wie weit sich Grund- 
vorstellungen über die Fragen, was sich im Raume zwischen 
den Massen ausbreitet, welche Maßzahlen dadurch unmittelbar 
beeinflußt werden, von welcher Art und Größe der Einfluß im 
einzelnen ist, entwickeln und sicher begründen lassen. Es 
wird sich erweisen, daß die älteren Methoden den hierdurch 
bedingten Forderungen nicht genügen. In der. Hauptsache 
sehe ich von Wiederholungen des in meiner früheren Abhand- 
lung Vorgetragenen ab. Es handelt sich besonders um kritische 
und historische Erläuterungen zu grundlegenden Einzelheiten, 
die dort absich tlich nur kurz oder gar nicht erledigt worden sind. 
II. 

Drei Hauptpunkte miissen vorangestellt werden. Der erste 
betrifft den Begriff, den man sich von dem Raume, worin Gra- 
vitationsvorgänge stattfinden, bei der Ruhe und bei der Be- 
wegung der Massen zu machen hat; der zweite die Bedeutung 
des Gravitationspotentials für die vorliegende Frage; der dritte 
den von der Dauer der Fortpflanzung im Raume verschiedenen, 
doch ihr verwandten Zeitverbrauch zur Mitteilung der Wirkungen 
an die Massen. 

Man stellt sich gegenüber dem sogenannten Rätsel der 
Schwerkraft meist so an, wie wenn es wesentlich gälte, eine 
mechanische Ursache zu finden, durch die das Gravitieren 
der Massen bewirkt werde. Die Vorstellung von Stößen oder 
von Wellenimpulsen steckt häufig im Hintergrunde oder wird 
offen zur Hilfe genommen, wenn man von einer sukzessiven 
Fortpflanzung der Gravitation spricht. Es ist aber weder 
mehr nötig noch möglich, als zu untersuchen, wie weit den 
Gravitationsvorgängen die Ausnahmestellung, die.sie vor allen 
übrigen physikalischen Vorgängen zu haben scheinen, wirklich 
zustehe, wie weit diese Stellung vielleicht . bloß Schein sei. 
D.h. es kommt darauf an, die Gravitation in Zusammenhang 
mit dem physikalischen Gesamtsystem zu begreifen. Der 
Nachweis ihrer sukzessiven Fortpflanzung im Raume ist die 
erste Bedingung, die erfüllt sein muß, wenn ihre Ausnahme- 
stellung aufhören soll. Denn es ist ein erheblicher Unterschied, 
ob man sie von dem einen oder dem anderen Gesichtspunkte 
auffaßt. Denkt man sich zwei Massen plötzlich, wie aus dem 
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Nichts, in versetzt, und in nbliek 
sich auch anziehen, so ist dies alles, was vorgeht, und beruht 
auf der gleichzeitigen Anwesenheit beider Massen. Denkt man 
sich aber, die Anziehung beginne erst einige Zeit, nachdem 
die Massen in den Raum gebracht worden sind, so muß sich 
; _ von jeder aus in die Umgebung ein Zustand verbreiten, den 
man im Vergleich zu der vorangegangenen Beschaffenheit des 
Raumes einen Zwangszustand nennen kann, und der, sobald 
er die andere Masse erreicht hat, sich durch deren Bewegung 
| kund gibt. Im ersten Falle bleibt um eine Masse, solange 


he Nr einer anderen Mase ist und nur den tren- 
oa -nenden Abstand ermöglicht; im zweiten Falle tritt der Zwangs- 
zustand in der Umgebung einer einzelnen Masse auch ein, 


a pia ae daß andere Massen zugegen zu sein brauchen. 


Man erwäge, daß der Zwangszustand keine empirische 
_ Tatsache bedeutet, sondern rein aus dem Begriffe der suk- 
. _ zessiven Fortpflanzung folgt und erst durch sie zur Tatsache 
werden kann. Wo man die Fortpflanzung annimmt, ohne 
“2 jenen Zustand und die sich aus ihm ergebenden Konsequenzen 
ne mit vorzustellen, verwickelt man sich also in Widersprüche. 
en, der Raum um einen elektrisch geladenen Körper als elek- 
E-.- Feld bezeichnet wird, indem man damit ausdrückt, 


in ihm habe durch die Ladung eine Veränderung stattgefunde n, 
so muß man auch sagen: Wenn in einen Raum eine Masse ge- 
bracht wird, entsteht ein Gravitationsfeld, d. h. von der Masse 
er ng breitet sich in immer weiterem Umfange eine ge- 
wisse Veränderung aus. Worin sie besteht, entzieht sich ganz 
; unserer Kenntnis; wir gewahren ihr Dasein allein durch die 
Rs Anziehung, die eine andere in das Gravitätionsfeld gebrachte 
Masse erleidet. Ihr Begriff ist sogar hiermit erschöpft; und 
man würde sie falsch verstehen, wenn man ‘sie als etwas von 
Se den Massen Abgesondertes betrachten und erforschen wollte. 

Bloß räumliche und zeitliche Beziehungen, die aber über ihr 
Paes _ Wesen, die Anziehung der Massen zu vermitteln, nichts Neues 
lehren‘ würden, könnten in Frage kommen. Eine solche Be- 
 ziehung ist das Zeitmaß des räumlichen: Fortschreitens des 
Zwangszustandes, worauf die der Gravitation 


beruht. 
Sollte dies zu abstrakt PFEBIOEREN so erinnere man sich, 
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Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation. 
daß man z. B. auch über die Ausbreitung des Lichts nichts 
weiter aussagen kann. Allerdings läßt sich zeigen, daß längs 
eines Lichtstrahles ein periodischer Vorgang stattfinden muß; 
dennoch weiß man nicht, was es eigentlich sei, das abwech- 
selnd anwächst und abnimmt, selbst wenn man es elektrische 
oder magnetische Kraft nennt, womit ja ebenfalls, abgesehen 
von der sichtbaren oder denkbaren Wirkung auf die in den 
betreffenden Ort zu bringenden Körper, ein undefinierbarer, 
im übrigen auch der Definition nicht bedürftiger Zustand be- 
zeichnet wird. Aber die Abstraktion, daß die räumliche Aus- 
breitung der Massenanziehung in der Ausbreitung eines ge- 
wissen, nicht weiter spezialisierten Zwangszustandes des Raumes 
besteht, ist nicht so leer, daß sie nicht den Einfluß der Gravi- 
tationsgeschwindigkeit auf die Bewegung der Massen erkennen 
ließe. Die Beschränkung auf den reinen Begriff schützt nur 
davor, mehr zu folgern, als der Sache und der Voraussetzung 
angemessen ist. 

Nun seien zwei Massen, die zur Vereinfachung an Aus- 
dehnung beliebig klein gedacht werden mögen, und von denen 
zur Unterscheidung die eine die anziehende, die andere die 
angezogene heiße, in einem bestimmten Abstande voneinander 
in Ruhe. Dann hat der Zwangszustand Zeit, sich von der 
einen zur anderen und umgekehrt auszubreiten. Man kann 
ihn in den verschiedenen Raumelementen rings um die Massen, 
also auch in den verschiedenen Raumelementen längs des Ab- 
standes nach einem passenden Maße gemessen annehmen. 
Teilt man auf dem Abstande lauter unendlich dünne Zonen 
ab, so darf man das Maß des Zustandes innerhalb jeder Zone 
als konstant betrachten, und es trifft z. B. bei der angezogenen 
Masse die von der anziehenden Masse herrührende Zone s 
mit der von der angezogenen Masse herrührenden Zone 1 
zu einem kombinierten Zwangszustande zusammen. Die Be- 
wegung, die die Massen, sobald sie losgelassen werden, gegen- 
einander vollführen, geschieht erfahrungsmäßig nach dem 
Newtonschen Gesetze. Entsprechend trifft, wenn die an- 
ziehende Masse um die Breite von t Zonen und die angezogene 
um die Breite von 1 Zone näher nach der anderen hin längere 
Zeit in Ruhe erhalten und dann frei gemacht wird, bei der 
angezogenen Masse die von der anziehenden herrührende 
Zone s—t—1 mit der von ‘der angezogenen 'herrührenden 
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Zone 1 zusammen und erfolgt die Bewegung fiir den neuen 
Abstand ebenfalls nach dem Newtonschen Gesetze. Im 
ersten wie im zweiten Falle beginnen, nachdem die Bewegung 
beiderseits angefangen hat, sich die Zwangszustände von 
jeder Masse aus in immer neuer Verteilung im Raume fort- 
zupflanzen. Wenn aber die Massen aus ihrer Ruhe in der ersten 
Lage in freier Bewegung zur zweiten Lage übergehen, langt 
die angezogene Masse nicht bei der von der anziehenden Masse 
herrührenden Zone s—t—1, sondern bei der Zone s—1 an; 
denn die von der anziehenden Masse ausgegangenen neuen 
Anordnungen des Zwangszustandes sind inzwischen noch 
nicht bis zur angezogenen Masse vorgedrungen und der durch 
die Anfangslage bedingte Zwangszustand besteht daher hier 
noch fort. Trotzdem — und dies ist besonders zu berück- 
sichtigen — trifft der von der anziehenden Masse herrührende 
Zwangszustand s—1 nicht mit einem von der angezogenen 
Masse herrührenden Zustande 1 zusammen, wodurch der 
Zwangszustand in der Nähe der angezogenen Masse die Ver- 
teilung annähme, die er in der Ruhe der Massen für einen 
im Vergleich zur ursprünglichen Lage um die Breite einer 
Zone verringerten Abstand hätte. Denn während sich die 
angezogene Masse durch die Breite einer Zone bewegt, eut- 
wickeln sich von ihr aus fortschreitend immer neue Anord- 
nungen des Zwangszustandes, weshalb, wenn sie am Ende 
der Zonenbreite angekommen ist, sich in der Breite der fol- 
genden Zone der Zustand einer ersten Zone erst zu bilden 
anfängt und von den in den früheren Lagen ausgesandten 
Zuständen zwar ein Teil der jetzt angrenzenden Zone von 
dem Zustande einer ersten Zone erfüllt, ein anderer Teil aber 
von dem Zustande einer zweiten Zone eingenommen wird. 


Man kann sich das letzte auch aus der Unmöglichkeit 
des Gegenteils klar machen. Wenn nämlich in dem Augen- 
bliek, in dem die angezogene Masse die Breite einer Zone 
zurückgelegt hat, die Breite der jetzt angrenzenden Zone, 
die von der anziehenden Masse her den Zustand der Zone s—1 
enthält, zugleich ganz von dem Zustande einer Zone 1 erfüllt 
sein sollte, müßte sich in der Zeit, in der die angezogene Masse 
eine unendlich kleine Strecke zweiter Ordnung durchläuft, der 
Zwangszustand um eine unendlich kleine Strecke erster Ordnung 
fortpflanzen, d.h. er müßte eine unendlich große Geschwindigkeit 
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haben, was gegen die Voraussetzung ist. Auch würde es, im 
Falle die anziehende Masse ruhen bleibt, mithin sich ihr Gravi- 
tationsfeld nicht ändert, wenn jene Zonen s—1 und 1 genau 
aufeinander treffen sollten, einerlei sein müssen, ob man an- 
nimmt, das Gravitationsfeld der angezogenen Masse sei fest 
mit der Masse verbunden und schöbe sich mit derselben Ge- 
schwindigkeit, die diese hat, durch das Gravitationsfeld der 
anziehenden Masse hin, oder ob man sich vorstellt, die Zonen 
des Gravitationsfeldes der angezogenen Masse durchdrängen, 
gleichsam losgelöst von der Masse, mit einer anderen Ge- 
schwindigkeit, als diese befolgt, die Zonen des Gravitations- 
feldes der anziehenden Masse, was der Voraussetzung einer 
endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Zwangszustandes 
entspricht und eine andere Kombination der beiderseitigen 
Zonen der Massen und darum eine andere Größe der Anziehung 
als die erste Annahme ergibt. 

Die Bewegung der angezogenen Masse geschieht also nicht 
bloß nieht nach dem Newtonschen Gesetze, wie es für den 
wirklich vorhandenen Abstand der Massen in der Ruhe gelten 
würde, sondern für die Abweichung von ihm kann auch nicht 
der Abstand der angezogenen Masse von dem Punkte maß- 
gebend sein, den die anziehende Masse einnahm, als der von 
ihr anlangende Zwangszustand von ihr ausging. Denn die 
angezogene Masse selbst bestimmt durch ihre Geschwindigkeit 
zusammen mit der Geschwindigkeit des Zwangszustandes ihr 
Verhalten in der in Rede stehenden Lage mit. Es ist hier 
nicht wie z. B. bei der Fortpflanzung des Lichtes, wo es sich 
einfach darum handelt, daß das Licht des einen Körpers zum 
anderen gelangt. Vielmehr hängt die Gravitationsbewegung 
einer Masse von dem Zustande des Raumes in ihrer nächsten 
Umgebung ab, und dieser wird ebensowohl durch sie selbst 
wie durch die übrigen Massen beeinflußt. 

Sobald man aber daran geht, die Änderung, die danach 
das Newtonsche Gesetz erleidet, näher zu ermitteln, be- 
merkt man, daß es nicht gleichgültig ist, ob man das Gesetz 
selbst in der Form der beschleunigenden Kraft oder des Po- 
tentials zugrunde legt. Man kann nachweisen, daß es unmüg- 
lich ist, allein aus der Kenntnis des Newtonschen Gesetzes 
und der Annahme einer endlichen Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des Zwangszustandes die beschleunigende Kraft bei der 
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Bewegung der zu finden, daß man nur 
die Potentiale der Massen aufeinander bestimmen kann. 


Weil nämlich außer der Voraussetzung der Geschwindig- 
keit der Gravitation das Newtonsche Gesetz die einzige zu- 
grunde liegende Tatsache ist, um die fragliche Änderung fest- 
zustellen, und weil es um dieser Änderung willen nur für die 
Ruhe oder den Übergang aus der Ruhe zur Bewegung als 

streng gültig angesehen werden darf, so hat man zur Er- 
..  reiehung des gesteckten Zieles kein anderes Mittel, als zu zeigen, 
daß bei einem gewissen Abstande der Massen in der Bewegung 
der Gravitationswirkung den nach jenem Gesetze für einen 
anderen angebbaren Abstand in der Ruhe geltenden Wert 
a habe; oder genauer, man muß Abstände bei der Bewegung 
Be aufsuchen, fiir die der Zwangszustand in der Nähe der einen 
oder beider Massen dieselbe Verteilung hat, wie fiir andere 
bestimmte Abstiinde bei der Ruhe. Dabei versagt aber der 
= Ausdruck für die beschleunigende Kraft. Denn da diese eine 
gerichtete Größe ist und von der Anordnung des Zwangs- 
zustandes in der Umgebung der bewegten Masse abhängt, 
ist es nicht für einerlei zu erachten, ob sich der Zwangszustand 

bei einer bestimmten Anordnung in einem durch Ruhe der 
Massen bedingten und eingetretenen Gleichgewicht oder in 
einer wegen ihrer Bewegung stetig erfolgenden Veränderung 
befindet. Im ersten Falle kann nur dem Zwangszustande an 
sich eine gerichtete und richtende Wirkung zuteil sein; im 
zweiten Falle kommen noch die gerichteten und richtenden 
Wirkungen hinzu, die die betreffende Masse durch ihre Be- 
 wegung und der Zwangszustand durch seine Fortpflanzung 
auszuüben imstande sind. Die Ergründung des Zusammen- 
hanges dieser drei Wirkungen würde eine Kenntnis von der 
Beschaffenheit des Zwangszustandes erfordern, die über den 
aus der Annahme einer endlichen Geschwindigkeit der Gravi- 
tation abgeleiteten Begriff hinausginge und gar nicht zur Dis- 
kussion gestellt werden kann. Anders liegt die Sache, sobald 
man sich zum Potential wendet. Dieses ergibt nach dem 
Newtonschen Ausdruck für einen bestimmten Abstand von 
der anziehenden Masse die Arbeit an, die zu leisten ist, wenn 
die Einheit der angezogenen Masse in unendliche Entfernung 
gerückt werden soll, sofern die Geschwindigkeit, mit der dies 
geschieht, nieht in "Anrechnung ‘zu kommen braucht, also 
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einen beliebig kleinen, sich Null als Grenze nähernden Wert 
hat. Seine hier in Frage zu ziehende Größe bei der Bewegung 
ist die entsprechende Arbeit, wenn die Geschwindigkeit einen 
merklichen konstanten Betrag erhält. Seine räumliche cder 
seine räumliche und zeitliche Änderung, multipliziert mit der 
angezogenen Masse, bestimmt den Zuwachs oder die Abnahme 
der lebendigen Kraft und der potentiellen Energie der Gravi- 
tation zwischen den Massen beim Übergange aus einer in eine 
andere Lage. Sie bestimmt mithin auch die beschleunigenden 
Kräfte. Das Potential muß daher ebenfalls von dem die Masse, 
auf die es sich bezieht, umgebenden Zwangszustande abhängen. 
Aber es ist keine gerichtete Größe, weshalb auf seinen Wert 
nicht die gerichteten und richtenden Wirkungen, die der Zwangs- 
zustand an sich und durch seine Fortpflanzung und die Masse 
durch ihre Bewegung hervorzubringen vermögen, von Einfluß 
sein können. D. h. wenn die Verteilungen des Zwangszustandes 
in der Umgebung einer Masse bei der Ruhe und bei der Be- 
wegung dieselben sind, müssen auch die Potentiale auf die 
Masse, die der Zwangszustand zu erzeugen fähig ist, gleich sein. 


Im letzten Grunde kommt der beschriebene Unterschied 
darauf hinaus, daß man bloß dem Potential, aber nicht der 
beschleunigenden Kraft eine Geschwindigkeit zusprechen kann. 
Ich habe auch in meiner früheren Abhandlung sogleich mit 
dem Potential eingesetzt. Im eigentlichen Sinne des Wortes 
kann man freilich ebensowenig von Fortpflanzung des Potentials 
wie von Fortpflanzung der beschleunigenden Kraft reden. Was 
sich wirklich sukzessiv ausbreitet, ist der Zwangszustand. Da 
jedoch durch ihn in der nächsten Umgebung einer Masse, mögen 
sie und die übrigen Massen in Bewegung oder in Ruhe sein, 
das Potential bestimmt ist, so darf man sagen, es kommt bei 
der Masse zugleich mit dem Zwangszustande an. Man kann 
sogar sagen, es kommt in dem betreffenden Orte an, wenn 
die Masse dort gar nicht vorhanden ist; denn es hat immer 
die Tendenz, den sich aus dem Zwangszustande ergebenden 
Wert anzunehmen, sobald eine Masse dorthin versetzt wird. 
Weil dagegen die beschleunigende Kraft zum Teil von einem 
Zusammenwirken der Orts- und der Bewegungsrichtung des 
Zwangszustandes mit der Bewegung und Richtung der Masse 
abhängen muß, hat sie ohne Bezug auf deren Anwesenheit 
gar keinen Sinn, und läßt sich daher auch gar kein Begriff 
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mit Aussage verbinden, daß sie im fort- 

_ Pflanze, d. h. von einer zu einer anderen Masse durch den von 
Massen freien Raum hindureh übergehe. 

Aber indem man vom Potential diese Aussage macht, 


entscheidet man noch nicht endgültig über die Bestimmbar- 


= des an der angezogenen Masse sich wirklich betätigenden 
Wertes des Potentials. Denn man gibt nur an, bis zu welcher 
Höhe des Wertes der umgebende Zwangszustand das Poten- 
ee hervorbringen kann, nicht unter allen Umständen auch 
hervorbringt. Man stelle sich noch einmal vor, die anziehende 
= die angezogene Masse seien plötzlich in den Raum gebracht. 


Denkt man sich, ihre Bewegung fange ebenso plötzlich an, so 
ist auch das Potential sogleich da. Setzt man jedoch voraus, 
_ der Anfang der Bewegung erfolge erst nach einiger Zeit, weil 


des Zwangszustandes bei der angezogenen Masse und den Ein- 
tritt des vollen Wertes des Potentials der anziehenden Masse 
auf sie gleichzeitig setzte. Wäre auch die Ausdehnung der 
angezogenen Masse unendlich klein, so würde doch dann die 
Fortpflanzung der Wirkung des Zwangszustandes auf sie nicht 
eine unendlich kleine, sondern gar keine Zeit beanspruchen, 
mithin würde sich die Wirkung ohne jeden Zeitverlust oder 


3 in einer unendlich kleinen Zeit höherer Ordnung über einen 


unendlich Keinen Weg erster Ordnung erstrecken und darum 
dort mit unendlich großer Geschwindigkeit fortschreiten. Den- 
noch handelt es sich bei der Entwicklung des Potentials von 
Null bis zum vollen Werte, da sie an der Masse und nicht in 
dem von Masse freien Raume geschieht, nicht um die bisherige 


Fortpflanzung. Das Potential teilt sich nur nicht allen Teilen 
der Masse auf einmal, sondern nach und nach mit. Wie groß 
E- dazu erforderliche Zeit ist, solange die Masse ruht, kann 
a; daliingestellt bleiben. Jedenfalls ist sie proportional der Fort- 


-pflanzungsgeschwindigkeit des Zwangszustandes. D.h. wenn 
diese aus irgendeiner Veranlassung größer würde und doch 

_ dasselbe nach dem Newtonschen Gesetze bemessene Potential 
einträte, würde die fragliche Mitteilungszeit in gleichem Ver- 


 hältnisse kürzer ausfallen; sonst müßte man annehmen, daß 


sich das Potential der anziehenden auf die angezogene Masse 
erst einige Zeit, nachdem der ankommende Zwangszustand die 
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angezogene Masse bereits überschritten hätte, durch die ihm 
entsprechende Bewegung kundgeben könnte. Hat nun die an- 
ziehende Masse eine Geschwindigkeit in Richtung zur ange- 
zogenen Masse, so verbreitet sich der Zwangszustand von ihr 
aus dorthin um so viel schneller als bei der Ruhe der Masse, 
wie deren Geschwindigkeit beträgt. Denn wenn er durch seine 
eigene Fortpflanzung in einem Zeitelement die Breite einer 
Zone durchdringt, muß er, um dies bei der Bewegung der Masse 
zu erreichen, noch um die Strecke, um die die Masse fortschreitet, 
vorrücken. Kommt außerdem die angezogene Masse dem 
Zwangszustande mit einer gewissen Geschwindigkeit entgegen, 
so gehen beide mit der Summe ihrer Geschwindigkeit anein- 
ander vorüber. Also verkürzt sich im Falle der Bewegung der 
Massen die Mitteilungszeit zum Zustandekommen des Potentials 
im Verhältnis der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Zwangs- 
zustandes zur Summe aus ihr und den Geschwindigkeiten der 
Massen. Das Potential, das sich im Falle der Ruhe bilden 
würde, das der Zwangszustand zu vermitteln fähig ist, hat 
dann nicht mehr die zu seiner Entwicklung nötige Zeit. Dem- 
gemäß muß sich ein kleineres Potential ergeben. 

Wenn hiermit die letzte Gedankenwendung vollführt ist, 
deren es bedarf, um die Ableitung des Potentials einer von 
zwei gravitierenden Massen auf die andere bei ihrer Bewegung 
in der in meiner früheren Abhandlung aufgestellten Form 
vorzubereiten, so ist damit zugleich alles dargetan, was man 
zur Beurteilung der älteren Versuche, die Geschwindigkeit 
der Gravitation zu berechnen, berücksichtigen muß. Es wird 
danach einleuchten, daß der Begriff dieser Geschwindigkeit 
und ihr Einfluß auf die Massenanziehung durchaus keine 
Sache ist, die sich mit dem bloßen Begriff der Geschwindig- 
keit schon erledigt. Es sei aber auch ausdrücklich hervor- 
gehoben, daß die hier entwickelten Vorstellungen nur Folgen 
der ursprünglichen Annahme sind, daß die Gravitation auf 
einer Wirkung beruhe, die Zeit brauche, um sich im Raume 
auszubreiten. Die Einmischung hypothetischer Elemente in 
die Reihe der Überlegungen ist völlig vermieden. Was sich 
weiter daraus ergibt, ist also allein durch jene Annahme be- 
dingt; und alle Rechnungsmethoden, die sich damit nicht 
in Einklang befinden, müssen als unzureichend betrachtet 
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III. R 
_* Eine ausführliche Übersicht über die älteren Versuche zur 2 
Bereehnung der Gravitationsgeschwindigkeit ist von Oppen- E 
heim im Jahresberichte des K. K. Akademischen Gymnasiums e 
in Wien für das Schuljahr 1894—95 veröffentlicht worden. Die - 
Abhandlung führt den Titel: Zur Frage nach der Fortpflanzungs- es 
geschwindigkeit der Gravitation. Sie hat bloß-die Absicht, zu ” 
berichten, und enthält sich daher der Kritik der besprochenen m 
Methoden. Sie berichtet aber so vollständig, daß sie nicht nur rs 
die Grundlagen der Rechnungen, sondern die Rechnungen selbst ke 
mitteilt. Da hier auf diese an sich nichts ankommt, genügt es, “i 
ihretwegen kurz auf die Oppenheimsche Abhandlung zu ver- 1; 
weisen. x 
Das Verdienst, die Frage nach der Geschwindigkeit der 
Gravitation zuerst angeregt zu haben, gebührt Laplace. : 
Er tat es 1805 im 4. Bande seines ,,Traité de la Mécanique i ™ 
céleste“‘ im 7. Kapitel des 10. Buches. Es lag von vornherein ™ 
nahe, die Spuren der fraglichen Geschwindigkeit an den Bahnen ga 
der Planeten und des Mondes aufzusuchen. Daher wandte sich -” 
der Blick von selbst auf die Wege zurück, auf denen man längst fü 
die Geschwindigkeit des Lichtes im Weltraume festgestellt hatte. de 
Laplace erkannte aber, daß in einer wichtigen Beziehung ein die 
Unterschied zwischen dem Lichte und der Gravitation besteht. 
Jenes dringt nicht durch alle Körper und kann darum abge- | x 
blendet werden, wie es bei der Verfinsterung der Jupiters- | Sti 
monde geschieht. Diese wirkt, nachdem sie einmal vom einen | hie 
i 


zum anderen Himmelskérper gelangt ist, ununterbrochen, 
selbst wenn andere Himmelskérper dazwischentreten. Auch ” 


heute ist es noch nicht überflüssig, daran zu erinnern. Der bin 

von Zöllner im Jahre 1873 gemachte Vorschlag, aus der Pi 
Verspitung, mit der das Henglersche Horizontalpendel den ih 

- höchsten Sonnenstand während des Tages angeben müsse, Sie 

falls sich die Gravitation sukzessiv fortpflanze, deren Ge- gr 

Br schwindigkeit zu ermitteln, ist gelegentlich wieder vorgebracht en: 
rn worden, obgleich er sich nicht befolgen läßt, da die erwartete all 
ar Verspätung aus dem angeführten Grunde ausbleiben muß. eb 
Far Jedoch kann auch am Lichte, ohne daß es durch einen Körper om 
an seiner Ausbreitung gehindert wird, die Geschwindigkeit, mit be 

der es sich fortpflanzt, gemessen werden. Dahin gehört die = 


Methode der Aberration. Ein Fixstern erscheint nach der 
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Richtung, nach der sich die Erde bewegt, im Verhältnis der 
Geschwindigkeit dieser Bewegung zur Geschwindigkeit des 
Lichtes verschoben. Laplace sah darin ein Vorbild, ähn- 
liches für die Gravitation anzunehmen. Er dachte sich, daß 
die Anziehung z. B. einen Planeten nicht in der Richtung 
seiner Verbindungslinie mit der Sonne, sondern nach vor- 
wärts von dieser abweichend träfe, wonach seine Bewegung 
so erfolgen müßte, wie wenn außer dem nach der Sonne ge- 
richteten Antriebe noch eine störende Kraft senkrecht zum 
Radiusvektor vorhanden wäre, die man der Bahngesehwindig- 
keit des Planeten direkt und der Fortpflanzungsgeschwindig- 
keıt der Gravitation umgekehrt proportional zu rechnen hätte. 
Vie Anziehung selbst brachte Laplace unverändert dem 
Newtonschen Gesetze gemäß in Ansatz. 

Hierzu ist folgendes zu bemerken. Zwei ihrer Gravitation 
völlig frei überlassene, sich mithin zueinander bewegende Massen 
würden sich nach Laplace genau so verhalten, wie wenn es 
gar keine endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit gäbe; was 
nach den vorigen Betrachtungen falsch ist. Und wenn die 
für einen gewissen Abstand des Planeten von der Sonne nach 
dem Newtonschen Gesetze stattfindende Anziehung sich bei 
diesem Abstande wirklich betätigte, nur daß sie es in einer 
veränderten Richtung tite, so würde dies auf eine reine Fern- 
kraft deuten, d.h. auf eine Kraft, die zugleich mit dem Ab- 
stande aufträte; wobei der Begriff der sukzessiven Fortpflan- 
zung nicht mehr bestehen kann. Freilich sind es wohl eigent- 
lich nicht diese Widersprüche, worin Laplace irrt, sondern 
er stellt sich das Gravitationsfeld der Sonne relativ ruhend 
vor und läßt sich als nur von ihm abhängig die Bewegung des 
Planeten vollziehen. Aber weder ruht die Sonne, weshalb sich 
ihr Gravitationsfeld immer von neuem von ihr aus bildet, 
sich nieht, wie bei reiner Fernwirkung und darum unendlich 
großer Fortpflanzungsgeschwindigkeit, als Ganzes verschiebt; 
noch beeinflußt sie den Raum, den der Planet durchmißt, 
alleın, vielmehr setzt sich ihr Gravitationsfeld mit dem übrigen 
ebenfalls veränderlichen Gravitationsfelde des Planeten zu- 
sammen. Daraus erwächst im Laplaceschen Falle sogar eine’ 
besondere Schwierigkeit. Denn sobald man den Einfluß der 
Geschwindigkeit der Gravitation in ein allgemeines, das New- 
tonsche 
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äßt, kommt es für ihn nicht weiter in Betracht, “ unter 
- Umständen die Massen noch eine anderswoher, d.h. nicht 
von der. Anziehung stammende, z. B. bei dem Umlaufe der 
Planeten und der Monde quer gerichtete Bewegung haben; 
sobald man aber ein solches Gesetz nieht vorweg entwickelt, 
ist immer im einzelnen zu untersuchen, wie sich in der räum 
lichen Umgebung, in die die bewegte Masse ‚gelangt, die von 
ihr und der anderen Masse ausgegangenen und hervorgerufenen 
gerichteten Wirkungsgrößen, die dem Zwangszustande ange- 
ar ıören, mit der Bewegung und Richtung der Masse selbst kom 
_binieren. Gerät Laplace schon in Irrtum, indem er die ein 
_ jener Wirkungsgrößen, die vom Planeten herrührt, gar nicht 
beachtet, so ist es ein fast noch größerer Fehler, daß er 
die von der Sonne kommende Wirkungsgröße fertig als die 
Anziehung ankommen läßt, die erst beim Zusammentreffen 
» ° . . 
mit dem Planeten entsteht, ja eigentlich nur entstände, falls 
der Planet im Augenblicke des Zusammentreffens seine Bewe- 
gung anfınge. Man begreift übrigens, wie leicht dieser Fehler ge- 
macht werden konnte, da Laplace und seine Zeitgenossen daran 
gewöhnt waren, die fernwirkende Anziehung, sozusagen, als 
etwas Greifbares zu verdinglichen. Es wurde daher übersehen, 
daß sich diese Auffassung mit der Annahme einer endlichen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation nicht verträgt. 
Etwa 40 Jahre später führte die weitere Ausbildung der 
Fernwirkungstheorie in der Elektrizitätslehre zu dem elektro- 
dynamischen Grundgesetze von Weber. Die darin vorkommende 
neue Konstante konnte dem Ursprunge des Gesetzes gemäß 
nichts mit sukzessiver Fortpflanzung der elektrischen An- 
mehungen und Abstoßungen zu tun haben. Aber auf eine 
Anregung von Gauß hin versuchte man, aus der Voraus- 
setzung, daß eine solche Fortpflanzung existiere, das Weber- 
rk sche oder ein anderes Grundgesetz abzuleiten. Dadurch gewann 
jene Konstante allmählich die Bedeutung der betreffenden 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Besonders bemerkenswert sind 
in dieser Beziehung das Gesetz von Riemann aus dem Jahre 
1867 im 181. Bande der Poggendorffschen Annalen und die 
- Untersuchung über das Webersche Gesetz von C. Neumann 
in der Schrift über die Prinzipien der Elektrodynamik vom 
Jahre 1868. Als man darauf in on zog, wie das We ber- 
sche Gesetz eine Erweiterung des dem Newtonschen Gravi- 
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tationsgesetze analogen elektrischen Grundgesetzes von Cou- 
lomb sei, so könne es vielleicht auch die Bedeutung einer 
Erweiterung des Newtonschen Gesetzes selbst erhalten, fing 
man an, die elektrodynamischen Grundgesetze auf die Pla- 
netenbewegungen anzuwenden und zu erproben, ob sich nicht 
die charakteristische Konstante dieser Gesetze als die Fort- 
pilanzungsgeschwindigkeit der Gravitation auffassen ließe. 
Den Anstoß dazu gab Holzmüller 1870 im 15. Bande der 
Zeitschrift für Mathematik und Physik; dann folgten Tisserand 
1872 im 75. Bande der Comptes rendus, Servus 1885 in seiner 
Inauguraldissertation und L&vy 1890 im 110. Bande der Comptes 
rendus; schließlich führte Oppenheim in der schon genannten 
Abhandlung eine Rechnung nach dem elektrodynamischen 
Grundgesetze von Clausius aus. 

Über die Größe der etwa vorhandenen endlichen Geschwin- 
digkeit der Gravitation oder über die Frage, ob-es eine solche 
Geschwindigkeit gebe, ist aus allen diesen Versuchen nichts 
herausgekommen. Und zwar aus drei Gründen. Erstens 
scheint man übersehen zu haben, daß, wenn auf dem einge- 
schlagenen Wege eine Übereinstimmung in der räumlichen 
Übertragung der Gravitation und der elektrodynamischen 
Wirkungen konstatiert werden sollte, sich für die fragliche 
Konstante nicht die Lichtgeschwindigkeit selbst, sondern ihr 
) 2faches hätte ergeben müssen, da wenigstens in dem Weber- 
schen Gesetze die Konstante diesen Wert hat; so daß schon 
deswegen die von L&vy erfundene, ganz willkürliche, weil 
nicht zu begründende Kombination aus dem Weberschen 
und dem Riemannschen Gesetze, durch die man mit Hilfe 
des Wertes der Lichtgeschwindigkeit die unerklärte Perihel- 
bewegung des Merkur den Beobachtungen entsprechend cr- 
hält, hinfällig wird. Zweitens bieten die Abweichungen, die 
man im übrigen für die Konstante von der Lichtgeschwindig- 
keit und von der Konstanten des Weberschen Gesetzes findet, 
keinen Anhalt, um beurteilen zu lassen, ob man wirklich darin 
die Geschwindigkeit der Gravitation anzuerkennen habe. Drit- 
tens fehlt es allen Berechnungen an bestimmten, aus der Gravi- 
tation selbst folgenden Vorstellungen, die die Anwendung des 
einen oder des anderen der elektrodynamischen Grundgesetze 
auf sie auch nur annähernd rechtfertigten; im allgemeinen 
wird die Anwendbarkeit sogar zu beanstanden sein, da sich 

Annalen der Physik. IV. Folge. 52. Stat i 
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die Massenanziehung von der elektrischen Anziehung und Ab- 


_ stoBung in mehreren Eigenschaften, z. B. durch diese Doppel- 


heit ihrer Natur, unterscheidet, wozu noch kommt, daß di 
Geltung der herangezogenen Gesetze in ihrem eigenen Be- 
reiche mindestens zweifelhaft ist. 

Trotzdem sind die Bemühungen, die elektrodynamischen 
Grundgesetze auf die Bewegungen im Sonnensystem anzu- 
wenden, nicht ganz vergeblich gewesen. Sie haben das seit 
Laplace durch Jahrzehnte von niemand in Angriff genusnmene 
Problem erst in rechten Fluß gebracht und haben dem Ge- 
danken Geltung verschafft, daß sich die sukzessive Fort- 
pflanzung der Gravitation, wenn es sie gibt, in einem Be- 
wegungsgesetze der Massen verraten müsse, das eine Modi- 
fikation des Newtonschen Gesetzes und bei der Ruhe der 
Massen mit ihm identisch ist. Ihnen hat man es wohl mit zu 
verdanken, daß das wichtige Problem wieder auf dem Boden der 
Gravitation selbst behandelt und ein besseres, wenn auch noch 
nicht genügendes Fundament zu seiner Lösung gelegt wurde. 

Dies geschah 1885 durch Lehmann-Filhés im 110. Bande 
der Astronomischen Nachrichten unter dem Titel: Über die Be- 
wegung eines Planeten unter der Annahme einer sich nicht 
momentan fortpflanzenden Schwerkraft, — und 1888 durch 
J. von Hepperger im 97. Bande der Sitzungsberichte der 
K.K. Akademie in Wien unter dem Titel: Über die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation. Das Endergebnis 
von Lehmann-Filhés ist nur ein negatives und lautet, daß 
sich die Perihelbewegung des Merkur aus der aufgestellten 
Annahme nicht erklären lasse. Heppergers Untersuchung 
zielt darauf ab, die geringste mit den astronomischen Tat- 
sachen verträgliche Gravitationsgeschwindigkeit zu berechnen. 
und gelangt dahin, daß diese etwa 500mal so groß wie die 
Lichtgeschwindigkeit anzunehmen sei. Beide Forscher gehen 
von der Vorstellung aus, daß ein von der Sonne kommender 
und einen Planeten treffender Antrieb zu einer Zeit von dort 
abging, zu der der Abstand ein anderer als der augenblickliche 
war. Sie bestimmen daher den Antrieb zwar nach dem New- 
tonschen Gesetze, aber für den Abstand des Planeten von dem 
Orte, den die Sonne beim Abgange des Antriebes einnimmt. 
Die Bewegungsgleichungen des Planeten behalten danach ihre 
sich aus dem Newtonschen Gesetze ergebende Form, doch 
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erscheinen darin die Koordinaten der Sonne nach MaBgabe 
der Zeit, die die Gravitation braucht, um die Entfernung 
zwischen Sonne und Planet zuriickzulegen, und der Geschwin- 
digkeit, mit der die Sonne im Raume fortschreitet, verändert. 
Entsprechendes gilt dann natürlich für den vom Planeten 
her bei der Sonne anlangenden Antrieb, weshalb in deren 
Bewegungsgleichungen die Koordinaten des Planeten durch 
die Werte vertreten werden, die sie hatten, als der Antrieb 
von iim ausging. 

Ein erheblicher Fortschritt ist hierdurch über Laplace 
hinaus vollzogen. Während der berühmte Verfasser der Him- 
melsmechanik nur die Richtung, nicht die Größe des den 
Planeten erreichenden Antriebes durch die sukzessive -Fort- 
pflanzung der Gravitation beeinflußt sein läßt, erkennen 
Lehmann-Filhés und Hepperger, daß die Bewegung der 
Sonne zusammen mit dem Zeitverbrauch bei der Fortpflanzung 
der Gravitation die auf den Planeten wirkende Anziehung und 
die Bewegung des Planeten zusammen mit jenem Zeitverbrauch 
die auf die Sonne wirkende Anziehung gegen ‘ihren Ausfall bei 
der Ruhe beider Massen verändern. Es bedarf freilich keines 
Nachweises mehr, daß damit die Bewegung der Sonne und 
des Planeten nicht schon bestimmt sind, obgleich Lehmann- 
Filhés und Hepperger es annehmen; denn es liegt hier, 
in den Bezeichnungen der vorangegangenen Betrachtungen 
gesprochen, der Fall vor; daß der von der Sonne herrührende 
Zwangszustand s—1 nicht mit einem vom Planeten herrühren- 
den Zustande 1 zusammentreffen kann, sondern sich teilweise 
mit einem von ihm stammenden Zustande 1 und teilweise mit 
einem eben daher gekommenen Zustande 2 vereinigen muß, und 
daß, selbst wenn jene Zustände s—1 und 1-zusammentrifen, 
es immer noch mindestens zweifelhaft wäre, ob sie an dem 
in Bewegung begriffenen Planeten dieselbe beschleunigende 
Kraft hervorbrächten, die sie an ihm bewirken würden, falls 
er und die Sonne bis dahin in Ruhe verharrt hätten und ihre 
Bewegung erst anfingen. Dennoch möchte ich hier auf diese 
Ergebnisse der vorigen Betrachtung nicht nur an sich, son- 
dern auch deshalb zurückweisen, weil gerade die von Leh- 
mann-Filhés und Hepperger angebahnte Auffassung in 
ihnen erst ihren notwendigen Abschluß findet. Wenn näm- 
lich die Differenzen zwischen den rechtwinkligen Koordinaten 
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der Senne: in ihrer augenblicklichen Stellung und de 'S Planeten 
zu.der Zeit, als die jetzt zur Sonne gelangende Wirkung von 
ihm ausging, x,, y, und z, sind und die augenblickliche Ent- 
fernung der Sonne von dem Orte, den der Planet zu jener 
Zeit einnahm, r, beträgt, so sind nach Lehmann-Filhés 
und Hepperger die sich an der Sonne betätigenden Kraft- 
komponenten proportional z,/r,°, Y,/r,? und.z,/r,*; und wenn 
man die Differenzen zwischen den gegenwärtigen rechtwinkligen 
Koordinaten des Planeten und denen, die die Sonne hatte, 
als die bei dem Planeten ankommende Wirkung von ihr aus- 
- gesandt wurde, gleich z,, y, und 2, setzt und die gegenwärtige 
Entfernung des Planeten von jenem früheren Orte der Sonne 
r, nennt, so sind die an dem Planeten wirksamen Kraftkom- 


z,/r.°. Es ist npn leicht einzusehen, daß nicht 

sein kann; denn wenn man dies annihme, wiirde man 
durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen 
unter Berücksichtigung, daB 2,2 + y,? +2°=n? und 
+ Yo? +2? = ist, r, = mithin 7, =— 2, Yı =— Yo 
2% =—2, und daraus gleiche Wege für die Sonne und den 
Planeten erhalten. Also haben nach Lehmann-Filhes und 
Hepperger die Kraftkomponenten der Sonne andere Werte 
als die des Planeten, d. h. es findet keine Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung statt; was nicht etwa auf irgend- 
welche von außen auf die Sonne und den Planeten ausgeübten 
Kräfte zurückzuführen ist, da die Brüche z,/r,® usw. ihre Be- 
deutung behalten, auch wenn äußere Kräfte nicht existieren. 
Für ein freies mechanisches System muß aber jene Gleichheit 
bestehen, weil sie daraus folgt, daß der Schwerpunkt des 
Systems entweder ruht oder geradlinig mit konstanter Ge- 
schwindigkeit fortschreitet. Fragt man nun, warum der Rechen- 
ansatz von Lehmann-Filhes und Hepperger dem nicht ge- 
nügt, so lautet die Antwort: da für den den Planeten treffenden 
Antrieb die Stellung der Sonne und für den die Sonne tref- 
fenden Antrieb die Stellung des Planeten richtig in Anschlag 
gebracht ist, muß im ersten Falle wohl auch die Bewegung 
des Planeten und im zweiten Falle die Bewegung der Sonne 
von Einfluß sein. Dieser Schluß zieht aber die Forderung 


rare in dem gleichen Maße proportional z,/r,°, Ys/rg$ und 
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nach sich, die Beschaffenheit und die Veränderung ‚des die 
Massen umgebenden Raumes zu erwägen; denn es wäre nicht 
zu verstehen, wie es in einer indifferenten Umgebung einen 
Unterschied ausmachen sollte, ob ein aus ihr bei einer Masse 
ankommender Antrieb diese in größerer oder geringerer Be- 
wegung oder in Ruhe vorfindet. Hierdurch ergeben sich dann 
die Überlegungen, die in den beiden ersten in der zweiten 
Nummer ‚besprochenen Hauptpunkten gipfeln. 

Der tritte der dort behandelten Hauptpunkte ist weder 
von Lapdace noch von Lehmann-Filhes oder von Hepper- 
ger berücksichtigt worden. In den völlig unvermittelten An- 
wendungen der elektrodynamischen Grundgesetze auf die 
Planetenbewegungen kann natürlich von einer solchen Be- 
rücksichtigung ebenfalls keine Rede sein. Man sieht aber, 
daß auch abgesehen davon die älteren Versuche, die Ge- 
schwindigkeit der Gravitation zu erweisen und zu berechnen, 
mißglückt sind. Die mechanischen Theorien der Gravitation 
von Hooke an, wie sie 1897 von Drude in dem Referat über 
Fernwirkungen für die 69. Versammlung deutscher Natur- 
forscher und Ärzte zusammengestellt worden sind, und die 
clektrische Theorie, die 1900. H. A. Lorentz in seinen Be- 
trachtungen über die Schwerkraft in den Verhandlungen der 
K. Akademie der Wissenschaften in Amsterdam mitgeteilt hat, 
gehen teils auf die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravi- 
tation gar nicht ein, teils setzen sie sie von vornherein gleich 
der Lichtgeschwindigkeit. Sie kommen daher für die Frage, 
ob es eine endliche Gravitationsgeschwindigkeit gebe, nicht 
in Betracht. Eher könnte umgekehrt die Entscheidung dieser 
Frage für sie von Bedeutung werden. Z. B. ergibt sich vom 
Standpunkte meiner früheren Abhandlung und der vorliegen- 
den Untersuchung, ‘daß die Theorie von Lorentz entweder 
falsch ist oder einer Änderung bedarf, da nach ihr der Zeit- 
verlust bei Ausbreitung der Gravitation: nicht imstande ist, 
die Perihelbewegung des Merkur hervorzubringen: Übrigens 
können die mechanischen Theorien das: Problem der Gravi- 
tationsgeschwindigkeit überhaupt nicht lösen. Sie sind ja’ nur 
mechanische Bilder für das, was an den Gravitationsvorgängen 
nicht mechanisch ist, und enthalten daher immer Untatsäch- 
liches, dessen Tragweite auf die Schlüsse aus ihnen sich niemals 
vollkommen ermessen läßt.: Würden sie zu entscheidenden 
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Versuchen und Beobachtungen anregen, so wiirden sie sich 
dadurch als nützlich bewähren; aber das Endergebnis wäre 
nicht ihnen, sondern den Versuchen und Beobachtungen zu 
verdanken. Anders sind Theorien wie die Lorentzsche zu 
beurteilen. Sie bezwecken die Feststellung eines Zusammen- 
hanges zwischen verschiedenen Arten physikalischer Vorgänge, 
der durchaus ‚rein tatsächlich sein kann. ‘Doch ist bis jetzt 
derartiges über die Gravitation nicht gefunden, geschweige 
denn, daß auf solchem Wege über ihre Geschwindigkeit etwas 
zu ermitteln gewesen wäre. oy dues 


Es ist nun zu zeigen, wie man durch die in der zweiten 
Nummer aufgestellten Hauptpunkte für die Bestimmung des 
Einflusses der sukzessiven Fortpflanzung der Gravitation auf 
die Massenbewegung zu dem in meiner früheren Abhandlung 
abgeleiteten Potential und der daraus folgenden Modifikation 
des Newtonschen Gesetzes gelangt. Zur Vervollständigung 
möge der Gang der Reehnung am Merkur in den Grundzügen 
hinzugefügt werden. 


Im Punkte A befinde sich die Masse m und im Punkte B 
die Masse m’, beide von beliebig kleiner Ausdehnung; ihr Ab- 
stand sei r— Ar, wo Ar, weil r infolge der Anziehung ab- 
nimmt, negativ ist. Die Massen sollen zunächst ruhen, so 


daß das Potential von m auf m’ gleich Fu pr 
das Produkt aus m und der Gravitationskonstante bedeutet, 
Die Masse m’ werde auch ferner im Punkte B festgehalten, 
die Masse m aber losgelassen, so daß sie im ersten Zeitelement d t 
gegen m’ hin die Strecke A C =—dr zurücklegt. Wir wissen 
nun: das Gravitationsfeld von m’ bleibt unverändert, doch 
von.m aus wird inzwischen eine neue Anordnung der Zwangs- 
zustände in den. Raum hinausgesandt, und deshalb ist der 
Zwangszustand in der Umgebung von m bei der Ankunft in C 
ein anderer, als er wäre, wenn diese Masse in demselben Punkte 
in, Ruhe verharrte.. Es ist. daher unmöglich, das Potential, 
das der Zwangszustand an m heryorzubringen strebt, anzu- 
geben. Aber der von m beim Anlangen in C ausgesandte Zwangs- 
zustand kommt nach der. Zeit At — dt bei. m’ an und bewirkt 
hier. genau eine solche augenblickliche.. Verteilung, wie sich 


wird, wenn u’ 
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dauernd bildete, wenn m in C in Ruhe bliebe. Daher muß 
das Potential von m auf m’, das der Zwangszustand zu er- 
zeugen fähig ist, gleich dem sein, das in der Ruhe für den Ab- 
stand r— Ar -+dr bestehen würde, d.h. gleich 


r—Art+dr 

Nur der dazu gehörige Abstand zwischen m und m’ ist jetzt, 
da m von A aus, also in der Zeit At, die Strecke AD =—Ar 
zurückgelegt hat, ein anderer, nämlich gleich r. Außerdem aber 
geht der Zwangszustand nicht wie im Falle der Ruhe von m 
mit der Geschwindigkeit c, mit der er sich an und für sich 
durch den Raum fortpflanzt, sondern noch mit der Geschwin- 


digkeit — IT , die m in C hat, also im ganzen mit der Geschwin- 


digkeit ¢ — = an m’ vorüber. Die Zeit zur Mitteilung des Po- 


tentials an m’ verkürzt sich dadurch im Verhältnis von ce zu 


5 , weshalb das an m’ zur Betätigung kommende Potential, 


dem gemäß sich die Masse m’ zu bewegen anfinge, falls sie im 
Augenblick frei würde, gleich 


ist. Das Differential hiervon, multipliziert mit m’, ergibt die 
unendlich kleine Zunahme der lebendigen Kraft der Massen im 
folgenden Zeitelement. Man kann daher aus dem Produkt jenes 
Potentials in die Masse m’ ebenso wie aus der lebendigen Kraft 
nach den Lagrangeschen allgemeinen Bewegungsgleichungen 
die beschleunigende Kraft zwischen m und m’ ableiten. Des- 

halb muß das Potential von m’ auf m gleich 


ue 


(r — Ar +dr) (e-55) 


ist; denn andernfalls würde man eine andere beschleunigende 
Kraft von m’ auf m als von m auf m’ erhalten, während doch 
aus dem früher angegebenen Grunde Gleichheit von Wirkung 
und, Gegenwirkung stattfinden muß. 

Jetzt stelle man sich vor, m werde in A festgehalten und 
m’ bewege sich, so ergeben sich dieselben Betrachtungen, mit- 
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hin dieselben Werte der Potentiale, nur daß die Strecken 
— dr und — Ar statt gleich AC und AD gleich BC’ und 
BD’ zu setzen sind. Natürlich ist es in diesem wie in dem 
vorigen Fall einerlei, wie lange die Masse m in A oder die 
Masse m’ in B geruht hat, ehe sie losgelassen wird. Die Reihe 
der Schlüsse könnte daher sofort mit den Lagen der Massen 
in D und B oder in A und D’ von neuem anheben und in der- 
selben Art durchgeführt werden. Die gefundenen Ausdrücke der 
Potentiale gelten mithin für alle Entfernungen. 

Es bleibt bloß noch die Frage, was herauskommt, wenn 
beide Massen frei gemacht werden. Die Verteilung des Zwangs- 
zustandes, die bei alleiniger Bewegung von m’ in D’ eintritt, 
stellt sich dann ebenfalls ein, aber D’ selbst liegt etwas näher 
nach B hin, da der von m kommende Zwangszustand sich um 
den Betrag der Geschwindigkeit dieser Masse schneller heran- 
naht. Das Potential von m auf m’ muß deshalb durch den- 
selben für die Ruhe der Massen nach dem Newtonschen Ge- 
setze geltenden Ausdruck, wie wenn m festgehalten wird, 
bestimmt sein; d.h. es muß sich durch jenes Gesetz nach 
dem Abstande CC’ = A B— AC — BC’ ergeben, wozu noch 
der Einfluß der Geschwindigkeit kommt, mit der der Zwangs- 
zustand an m’ vorübergeht, und die jetzt gleich der Summe 
aus den drei Geschwindigkeiten der Gravitation, der Masse m 
und der Masse m’ ist. A B kann wie vorhin mit r — Ar be- 
zeichnet werden, wenn AD+BD’=-Ar gesetzt wird; 

AC-+DBC’ ist —dr; und die Summe der Geschwindigkeiten 


von m und m’ beträgt — 5. Man erhält daher für das 
Potential von m auf m’ wieder 34.4 nah Haar 

(r—- Ar+dr) 55) 


Es bedarf keines weiteren Beweises, daß ebenso für das Po- | 
tential von m’ auf m bei der Bewegung beider Massen 

Dieses Potential werde mit V bezeichnet. Man hat nach 

Division des Zählers und des Nenners durch e und nach Ab- 
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Da nun die Massen in der Zeit, in der der Zwangszustand 
die Entfernung r — Ar + dr durcheilt, den Weg Ar -+dr 
zurücklegen, müssen sich diese Strecken wie die zugehörigen 
Geschwindigkeiten verhalten, d. h. es muß: 


sein; worin Ar — dr gegen r nur verschwindend wenig be- 
tragen kann, weil sich sonst das Newtonsche Gesetz an be- 
wegten Massen nicht so zu bewahrheiten vermöchte, wie es 
dies tut. Folglich wird: 


dr\* 
e dt 
Durch Entwicklung bis zur zweiten Potenz erhält man: 
2-dr 8 /dr\? 
Va — —+-— |- . 
Wie schon in der zweiten Nummer bemerkt wurde, gibt 
diese Formel die Arbeit an, die zu leisten wäre, wenn die Ein- 
heit der Masse m mit der relativen Geschwindigkeit dr/dt in 
unendliche Entfernung gebracht werden sollte, und ist deren 
mit m multiplizierte Änderung bei der Bewegung der Massen 
auf dem Wege dr und in der Zeit dt die Zunahme der leben- 
digen Kraft T. Daher erhält man nach den Lagrangeschen 
allgemeinen Bewegungsgleichungen für die Beschleunigung von 
m, wenn dr/dt =r’ gesetzt wird, 


mdr m dt dr’ dr dt dr’ re’ ce \dt 
6r dr 
dF 


Für die Berechnung der Perihelbewegung des Merkur 
kommt die Ausdehnung der Sonne und des Planeten nicht 
in Betracht. Außerdem ist es bequem, den Lauf des Planeten 
auf die Sonne als Anfangspunkt der Koordinaten zu beziehen. 
Dann muß u im Verhältnis der Summe der Sonnen- und der 
Planetenmasse zur Sonnenmasse vergrößert werden. Setzt man: 
(Er) 

at dt? 


| 
{ 
dr 
Ar -dr I dr 
- Ar ec dt 
Är +dr 
: 
- 
4 
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Gerber. 
lauten die Bewegungsgleichungen des 


d# 


~ dy 


2 Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit y 
gweiten mit und durch Subtraktion erhält man: 


dy dx 


_ Aus der Ableitung der Planetenbewegung nach dem Newton- 
schen Gesetze ist bekannt, daß hieraus, wenn ® der Winkel 
zwischen dem Radiusvektor und der positiven Abszissen- 

 achse und L eine Konstnate ist, 


22 folgt. Setzt man daher 


y 


«is & 

L 


Die Integration liefert mit den Konstanten M und N: 


MR # sind + (m+ fz F cos 


at 
Daher wird: 
f= (w+ ae) sin + (4 rein 949) cond 


Be Dies ist die Gleichung einer Ellipse.. Bezeichnet man deren 
halbe große Achse mit a, die halbe. kleine Achse mit b, die 


laneten: 
24% 
| 
dt= ——, 
3 
16220773 
. 


numerische Exzentrizität mit e und den Winkel zwischen a 
und der positiven Abszissenachse mit w, so findet man, wenn 
man die drei Gleichungen für r=a(l —e), r=a(l-+e) 


und r bildet, 


Last, 


Foot dt = — Vapsing, 


ft Fsinddd= Vapeoso. 


Die beiden letzten Gleichungen differenziere man nach #, 
wobei die Unveränderlichkeit von 7 zu beachten ist; ferner 


setze man den Wert von L ein und dividlare die eine Gleichung 


durch cos #, die andere durch Vou sind Dann dommt: 
cost dt dd ane 


Aus der Gleichsetzung beider Ausdriicke folgt, indem a = 0 
eingeführt wird: 


ds 
und daraus: ome 
Ot 
cosa dd dt 


‘Man kann aber fiir F seiner ursprünglichen Bedeutung 
gemäß ‘noch einen anderen Ausdruck entwickeln. Mit Be- 
nutzung der Formeln: 
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dt 
L=ort 


‘ 1+ 8cosa ’ 


P 
esina + esina 


do 


2 
(- écos tang 


> 
~ 


b dt b 
sin tang ai COS a 
_ Van 
b 
V . d V 
sina tang a Fri + cosa — cos a 


Die sich durch Gleichsetzung dieses und des vorigen Aus- 
druckes von F ergebende Gleichung für dw/dt lautet nun, in- 


2 
dem man dt/d® durch Te ersetzt, 
u 


2 
er’Va do __ 38¢ — SerVan do 


bYncosa dt becosa dt 


Beau . 6erVau do 65 u 
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und nach Division durch 
er Va 
bYucosu 


6u dw 
we (1+ € COS 
38 


— hei (1 -+ €cos sin? cos 


6 . 
a‘is(1 — (1 + ecos cos* @. 


Man multipliziere diese Gleichung mit dt und 
zweiten und dritten Gliede der rechten Seite: 


(1 — 
(1 + cos a)? 


dt= = (da +do). 


Durch passende Ordnung und Division ergibt sich: 


Seu 
- ae (1 + cos a) cos? a sin? a cos 


1 + 6c08 a) cos* + 


do= 


3 
sin?acosu 
a(l—e*)c? 


man: 


ordnet man nach steigenden Potenzen von cos a, und setzt 


—ecosa +2cos?a +38ecos?¥a =v , 


8 «cosa — 2cos?a — 8ecos?a =w, 


so wir 


vw 


—_ +3 (= + 2) 


Für die Perihelbewegung y während eines Umlaufes des 
Planeten ergibt sich daraus: ; 


: 
setze ım 
Dividiert man Zähler und Nenner durch: 
a(l—é 
AR 


Mithin ist: 


3a(8 — 8) , 
Y +2=- sy 


Wegen der Kleinheit von y verschwindet unter der W urzel 
as zweite Glied gegen das erste, daher bleibt übrig: ra 


2 
v 


Wieder kann 2y gegen Any vernachlässigt werden, ‚so dab 


man erhält: 


~ 


: Man hat hierin zu setzen, wenn r ‚die Umlaufszeit des 


a = 0,8871 . 149 . 10® km, 
e = 0,2056, 

t =88 Tage, 

y = 4,789 . 10-7. 


— 805 500 . 
sec 


V. 

Daß die verschiedenen Arten von physikalischen Vor- 

_ gängen zu ihrer räumlichen Ausbreitung Zeit brauchen, ge- 
hört zu den physikalischen Grunderscheinungen. Denn von 

dem Vorhandensein oder Nichtvorhandensein und der Größe 

des Zeitverbrauches hängt es ab, ob die Vorgänge als Fern- 
oder Nahwirkungen aufzufassen sind, und welches das Medium 
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ist, in dem sie sich abspielen. Man wird daher immer danach 
streben, für jede Art von Vorgängen den fraglichen Zeitver- 
brauch an mehreren Betätigungsgelegenheiten zu zeigen; 
außerdem wird man möglichst einfache, leicht zu übersehende 
Fälle unter diesen Gelegenheiten auswählen. In beiden Be- 
ziehungen steht z. B. vorläufig. die Lehre von der Fortpflan- 
zung der elektrischen Schwingungen hinter der von der Fort- 
pflanzung des Lichtes zurück. Auch für die Gravitation leistet 
das in meiner früheren Abhandlung und hier Gegebene noch 
nicht alles, was man zu wünschen berechtigt ist. Freilich kann 
man der räumlichen Ausbreitung der Gravitation nicht ohne 
Anwendung der mitgeteilten Modifikation des Newtonschen 
Gesetzes nachspüren. Äber es ist denkbar, daß es Fälle gibt, 
in denen das allgemeine Gesetz eine einfachere und dann für 
die besonderen Umstände leichter ableitbare Form annimmt. 
Die Kenntnis des allgemeinen Gesetzes kann gerade solche 
Fälle finden helfen. 


Auf eins möge noch ausdrücklich hingewiesen werden. 
Die von mir gegebene Ableitung der allgemeinen Ausdrücke 
für das Potential und die beschleunigende Kraft bei der Gravı- 
tationsbewegung gilt, solange die Geschwindigkeit der Massen 
im Vergleich zur Geschwindigkeit der Gravitation klein ist. 
Und sie gilt auch, falls jene Geschwindigkeit bei hinreichender 
Kleinheit durch äußere Eingriffe geleitet wird, wenn nur streng 
oder sehr angenähert dafür gesorgt ist, daß dadurch nicht der 
Schwerpunkt der sich anziehenden Massen in ungleichförmige 
Bewegung gerät. Diese Bedingung ist z. B. erfüllt, sobald man 
einen Körper gleichmäßig zur Erde herabläßt oder ihn ebenso 
hebt. Hierbei ergeben sich aus dem allgemeinen Gesetze be- 
sondere Folgerungen, die zu entsprechenden Versuchen und 
Beobachtungen leiten können. Nur das eine Bedenken bleibt, 
ob nicht wegen der beträchtlichen Größe der Gravitations- 
geschwindigkeit die zu erwartenden Wirkungen zu gering aus- 
fallen, um sich bemerkbar zu machen. 

Sollte aber an dieser Klippe die Hoffnung, die Gravitations- 
geschwindigkeit noch auf anderem Wege zu ermitteln, scheitern, 
so ist mit dem vorliegenden Nachweise wenigstens soviel er- 
reicht, daß man das Medium der Massenanziehung als identisch 
mit dem des Lichtes, der Wärmestrahlen, der elektrischen 
der magnetischen An ziehung und Get 
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trischen Wellen usw. ansehen und darauf eine Nahwirkungs- 
theorie der Gravitation gründen darf, ohne sich dem Vor- 
wurfe einer zweifelhaften Hypothese auszusetzen. Ich denke 
2 . selbstverstiindlich nur an eine Theorie, die nicht eine soge- 
nannte mechanische Erklärung der Erscheinungen geben will, 
sondern zur tatsachenmäßigen Feststellung von Zusammen- 
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